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Resumen

El trabajo es un manual para estudiantes de pregrado, enfocado en la teoria de los Ciclos
Econémicos Reales. El proyecto realiza un estudio empirico de la teoria mencionada, por medio
del programa estadistico Matlab, para analizar su impacto en los agregados macroeconémicos y
ademds ver la consistencia de la teoria, comparada con la intuicién econémica y la bibliografia
consultada. Ademads de ello, se deja abierto el manual, para que estudiantes de pregrado de la

carrera de economia puedan consultarla o seguir con el proceso investigativo.

Palabras clave: Ciclos Econémicos Reales, Matlab, Programacién Dinamica, Ma-

croeconomia, Calibracién

Introducciéon

MatLab es un programa interactivo de computaciéon numérica y visualizacién de datos. Es am-
pliamente usado para el analisis y diseno de datos, por su extraordinaria versatilidad y capacidad
para resolver problemas en matematica aplicada, fisica, quimica, ingenieria, economia, finanzas
y muchas otras aplicaciones. El programa esta basado en un sofisticado software de matrices
para el andlisis de sistemas de ecuaciones. Permite resolver complicados problemas numéricos sin
necesidad de escribir un programa.

Matlab integra andlisis numérico, calculo matricial, proceso de senal y visualizacién gréfica
en un entorno completo donde los problemas y sus soluciones son expresados del mismo modo en
que se escribirian tradicionalmente, sin necesidad de hacer uso de la programaciéon tradicional.

Matlab cuenta con una gran variedad de codigos y comandos para resolver toda una serie de
problemas, ademés de contar con la capacidad de programacion directa por parte de los usuarios,
para elaborar sus propios calculos.

El programa no es gratuito, pero puede conseguir una version alterna llamada Octave, que
utiliza la misma plataforma y software, con la ventaja de ser gratis.

En este manual se presentard unos pocos ejercicios introductorios a matlab, que ayudaran
al lector a familiarizarse con el programa. Luego de ello, se presentard un breve marco teérico

sobre Cadenas de Markov, que servird como insumo insumo para entender el modelamiento de un



andlisis empirico de la teoria de Ciclos Econémicos Reales (CER). Por tltimo este manual incluye
tres modelos macroeconémicos, basados en la teoria de CER, donde se presentan dos modelos
para tener en cuenta en futuras investigaciones y utilizar el programa Matlab para calibrarlos
y analizar la coherencia de estos y ademads, se presenta un modelo calibrado y analizado en el

software estadistico.

1. Qué es MATLAB: una breve introduccién al lenguaje
matricial

Matlab tiene diversas funciones como &algebra lineal, funciones matematicas basicas y espe-
cializadas, matrices y manipulacion de vectores, estadistica bésica, analisis de datos, polinomios,
gestién de cadenas de caracteres, entre otros.

Para manejar Matlab se debe tener en cuenta cinco espacios basicos: el directorio, el editor,
la ventana de comandos, el espacio de trabajo y la historia de los comandos. Estos se pueden ver

en la figura 1

Figura 1: Espacios de Matlab
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El directorio indica con que carpeta esta trabajando Matlab y que comandos o funciones estan
disponibles en ella para ser utilizados. Las funciones disponibles en el directorio son hechas por
el usuario y solo podréan ser utilizadas si estan en el directorio actual. De este modo, si el usuario
desea utilizar un comando que no este dentro de la carpeta actual, debera cambiar el directorio
y ubicarlo donde se encuentre, teniendo en cuenta que ya no podra utilizar las funciones de la
anterior direccion.

El editor se utiliza para crear funciones especificas, procesar informacion o realizar diversos
trabajos, los cuales se pueden guardar para posteriormente utilizar con algin objetivo. Las fun-
ciones creadas por el usuario deberan empezar por la sintaxis de ésta y posteriormente describir
que hace y que se necesita para ser elaborada; luego de esto, debera hacer la programacién de la
funcion. El editor no solo sirve para crear funciones, también puede utilizar una combinacion de
comandos, para realizar una determinada operacién, como por ejemplo, la utilizacién de varias
funciones hechas por el usuario, con el fin de hacer un analisis rapido de la informacion.

En la ventana de comandos se puede utilizar las funciones predeterminadas de Matlab o las
que el usuario tenga guardadas en su directorio actual, para realizar cdlculos a su gusto. Esta
ventana sirve para crear parametros, como las matrices de la figura 1,invocar alguna funcién o
simplemente realizar una operacién bésica entre nimeros o matrices. De esta forma, el usuario
puede crear una funcion, dejando los parametros expresados, mientras que en la ventada de
comandos le podra dar valores particulares a los parametros, sin tener que modificar las funciones
creadas.

El espacio de trabajo indica que pardametros u operaciones se han guardado en matlab y que
pueden ser utilizadas por el usuario en cualquier momento. En la figura 1, se crean dos matrices
en en la ventana de comandos y pueden verse en el espacio de trabajo, que servird para invocar
las matrices para ser utilizadas dentro de una funcién o para una operacion con ellas.

Por dltimo, la historia de comandos mostrara todos los cédigos utilizados por el usuario
durante su trabajo.

A continuacion se mostraran tres ejercicios para familiarizar al lector con el mundo de Matlab
y la programacion basica de funciones, pero primero se detallaran los pasos para crear una funcién.

En principio se debe ubicar en el editor, donde se procedera a escribir el comando "function’,

que le indica a Matlab que estd creando una nueva funcién. En el comando 'function’ se escribira la



sintaxis de la funcion, por lo que tendra que incluir que variables debera tener la funcion. Posterior
a eso, se escribe el objetivo de la funcién, sintaxis, inputs y outpus®,para que otras personas
conozcan cémo y para qué utilizarla?. Al finalizar la explicacién, se procede a construir el cédigo:
primero se ponen las condiciones de uso del comando, como por ejemplo, que la matriz sea
cuadrada o que los numeros sean positivos (esto lo puede hacer utilizando el comando ’if”).
Seguido a las condiciones de uso de la funcién debera escribir el cédigo que realice lo que espera

que haga la funcion.

1. Para el primer ejercicio se creara una funcién que indique si una funcién es definida positiva
o no. Antes de entrar a la programacién en Matlab, hay que recordar que para una matriz

(@ y sus autovalores asociados, \;, se tiene que:

Q

. @) sera definida positiva si y solo si, V;  A\; >0

b. @ sera definida negativa si y solo si, V; \; <0

o

. () sera semidefinida positiva si y solo si, V; A; >0

d. @ serd semidefinida negativa si y solo si, V; A\; <0

Aclarado esto, en la figura 2 se muestra el comando para determinar si una funcién es

definida positiva o no.

La funcién indica en un principio cudl serd su sintaxis, def(F), y posteriormente define las
condiciones que deben darse para que una funcion sea definida positiva, negativa, semipo-
sitiva o seminegativa. Después de aclarar la descripcion se indica cuales son los inputs y
outputs. En este caso, el Unico input necesario es la matriz asociada a la funciéon objetivo;
los outputs de la funcién serdan un vector de los valores propios de la matriz y una frase

indicando que tipo de definicién en la matriz.

Después de los pasos anteriores empieza la programacion. Lo primero que se hace es poner

una condicién la cudl dice que la matriz asociada a la funcién debe ser cuadrada®. El

1 Utilizando el simbolo %, se indica a Matlab que no se encuentra en modo matemético, permitiendo asi la

introduccién de texto
2Esto aparecerd en la informacién del comando, que se despliega con el comando ’help’
3Por definicién toda matriz asociada a una funcién debe ser cuadrada, ademés de simétrica. No se tomé en



Figura 2: Funcién def.m

1 function x=def(F)

2 EDefine si una funcidn es definida positiva, definida negativa, semidefinida positiva, semidefinida negativa o indefinida.
3 7

4 Xla funcidn serd definida positiva si y solo si todos Los valeres propics son mayores a @.

5 Xla funcidn serd semidefinido positiva si y solo si todos lLos valores propios son mayores o iguales a @.
6 X%la funcidn serd definida negotiva si y solo si todos Los valores propics son menores a 8.

7 &la funcidn serd semidefinido negativa si y solo si todos los valores propios son menores o iguales a @.
8 fla funcidn serd indefinida si tiene valores propios mayeres y menores a 8.

9 7

18 ASintaxis: x=def(f)

11 &

12 XInputs:

13 ¥ F: Matriz aseciada a la funcidn objetivo

14 &

15 Aoutputs:

16 % Definicidn de La funcidn

17 % x: Vector de valores propios de La matriz

18 %

a5 3 Alvarez

20

21 Ase verifica que La matriz sea cuadrada
22 n=size(F,1);
23 %iF_ size(F,2)~=n

24 ierror('la matriz no es cuadrada')

25 end

26 &

27 APgsos parg determinar de que tipe es La funcidn
28 ¥

23 % 1) Encontrar los valores propios de 'F'
3@ & 2) Determinar el signe de tedos los valores propios.

31

32 x=eig(F);

33 Hif oo

34 idisp(“"Positiva™);
35 Helseif x<@

36 i disp(“Negativa™);
37 Helseif x»=8@

38
39
4a

7

i disp("Semipositiva™);
elseif x<=0
i disp("Seminegativa");

41 Flelse

42 i dizp("Indefinida™};
43  end;

44 end

comando size indica las dimensiones de una matriz y la opciéon 1 indica que se quiere
conocer el nimero de filas, mientras que la opcién 2 indica el nimero de columnas?*. Ahora
dentro del cédigo de la funcion se utiliza el comando ’eig’, que simplemente calcula todos
los autovalores de la matriz, para asi determinar que tipo de funcién se tiene, dependiendo

de las condiciones anteriormente mencionadas.

Compruebe que entiende la funcion y si objetivo tomando como ejemplo las matrices:

cuenta la simetria de la funcién, para que pueda ser utilizada en otro tipo de matrices, ademas de que toda matriz

no simétrica tiene una matriz simétrica asociada.
4El simbolo ’~=’ indica diferente a



1 2 3 4 3 5
A=12 -2 —1| B=1|1 2 3
3 -1 4 9 8 4

2. Para el segundo ejercicio se cred una funcion que realice el producto Kronecker, para ma-
trices 2x2. El producto Kronecker es una multiplicacién entre dos matrices A, ; y By, de
cualquier dimension, donde cada elemento de la matriz A multiplica como un escalar
a la matriz B, creando asi una nueva matriz C' de la forma: C' = [a;; * B], donde C tiene
una dimensién (pn,gm). Observe que el producto kronecker es totalmente distinto a la
multiplicacion tradicional entre dos matrices, la cual exige que el nimero de columnas de

A sea igual al nimero de filas de B. La figura 3 muestra la funciéon descrita.

Figura 3: Funcién prodk.m

1 function X=prodk(A,B)

2 %Realiza el producto kromecker entre dos matrices.
=i

4 XECada elemento de A multiplica @ la matriz B: Siende agij wun elemente cualguiera de A, el elemente ij de la X serd aij*B
5 %

6 ESintaxis: X=prodk(A,B)

7 %

8 X inpunts:

9 ¥ A: Matriz de dimensicon PxQ

e X B: Matriz de dimensidn NxM

1 %

12 ¥ Outputs:

13 % X: Matriz de dimensidn PNxQM

14 X

15 & Alvarez Arango

16

17 ¥if size(X)~=size(A)*size(B)
18 L Xerror('Ne cumple las dimensiones”)

19

28 X Para matrices 2x2

21 HX = zeros(size(A,1)*size(B,1),size(A,2)*size(B,2))

22 | X(l:size(B,1),1:size(B,2)) = A(1,1)*B

23 | X(size(B,1)+1l:2*size(B,1),1:size(B,2)) = A(2,1)*B

24 ! ¥(l:size(B,1),size(B,2)+1:2*size(B,2)) = A(1,2)*B

25 | X(size(B,1)+1:2%*size(B,1),size(B,2)+1:2%size(B,2)) = A(2,2)*B
26 end

Esta funcién tiene como sintaxis 'prod(A, B)'. Los inputs son dos matrices A y B 2x2,
mientras que el output es una matriz X,,4. Para realizar esta funcion se crea primero
una matriz X sin elementos, con las dimensiones pn, gm, donde p y n son el niimero de
filas de las matrices A y B, mientras que ¢ y m son el nimero de columnas de ellas,
respectivamente. Lo anterior se puede hacer con el comando ’zeros(f,c)’, que crea una
matriz con una dimension determinada en la cual no hay ningin elemento. La dimensiones

de la matriz se crean multiplicando las dimensiones de las matrices A y B. De esta forma,



con el comando size opcién 1 podemos multiplicar las filas de las matrices Ay B, y con la

opcion 2 las columnas.

Una vez creada la matriz X se localizan submatrices dentro de ella, para posteriormente
rellenarlas. Asi, por ejemplo, X (2 : 4,1 : 2) indica la submatrix dentro de X desde la fila
dos hasta la cuatro interceptada con las dos primeras columnas.

T11 T12 T13 T14
To1 To2 T23 T4
Tr31 T32 X33 T34

Tg1 Ty T43 T4y

Asi se va rellenando la matriz con cuatro casos distintos, uno por cada elemento de A que
multiplica a B. Note que para el segundo caso se toma el nimero de filas de B y se le
suma 1, para indicar que el segundo caso partira desde la tercera fila de X, mientras que
acaba en 2 veces el nimero de filas de B, o sea la fila cuatro de X®. Una vez multiplicado

el elemento de A por la matriz B se ubica en el lugar correspondiente asi:

3. El siguiente ejercicio consiste en crear un comando para realizar la suma de una serie
geométrica. Una serie geométrica consiste en elementos que van variando de acuerdo a una

razon constante respecto al elemento anterior. La suma de la serie se calcula asi:

SPara el tercer y cuarto caso se sigue la misma légica.
6Para comprobar el resultado puede ver el comando kron’ de Matlab



Figura 4: Funcién geo.m

1 function g=gec(a,r,n)

2 ¥

3 EDevuelve el resultado de unag serie geométrica
4 ¥

5 ESintaxis: g=geo(a,r,n)

6 ¥

7 X Inputs:

g8 ¥ a: Valor imicial de La serie.

9 % r: Razén comin entre los términos sucesivos.
1@ % n: Nimerc de términos de la sucesidn.
11 %

12 % Outputs:

13 X% g: Suma de la serie geométrica

14 X

15

16 Elif re=1

17 fg=a*(1-ron)/(1-r)

18 Helseif r=1

19 g=a*n

28 Helseif n=inf
21 g=a/(1l-r)
22 end

1 —pyn
gmas LT
1—r
g=axn r=1

a
g = n — 00
1—r

Donde r es la razéon de cambio entre elementos, a es el primer elemento de la serie y n
es el nimero de elementos que contiene la progresién. La figura 4 muestra el coédigo de
la funciéon. Observe que para realizarla no se necesita ningin comando en especial, solo

expresar algebraicamente las formulas de la suma de la serie geométrica.

Como ejemplo realice la suma de una serie que tenga como parametros 7 = 0,5y a = 1

cuando n =5, n =50 y n = 100.

2. Marco Conceptual

2.1. Cadenas de Markov

Una Cadena de Markov es un modelo matematico que describe el comportamiento de un

sistema dindmico, sometido a fuerzas de naturaleza aleatoria. Es decir, una Cadena de Markov



consta de unos Estados de Naturaleza X; que cambian entre si en el tiempo, de acuerdo a unas

probabilidades P,. La Cadena se compone de:

s X, — Variable aleatoria.
» P,(X) — Probabilidad de estado asociada.

= { — tiempo transcurrido.

La caracteristica particular que diferencia una proceso estocéstico tipo Markov es que en el
se da un proceso sin memoria de los estados anteriores, exceptuando el inmediatamente anterior.
Es decir, la probabilidad de estar en el estado i, depende exclusivamente del estado en que se

encontraba anteriormente el sistema. Esto se puede escribir asi:

PLX(t+At) = Xpont/X,} = P{X(t+ At) = Xpiny/ X}

Aparte de las Cadenas existen también los procesos de Markov. En este manual nos enfoca-
remos solo en las cadenas, pero las diferencias entre los procesos y las cadenas se resumen en el

Cuadro 1.

Cuadro 1: Procesos de Markov

Naturaleza del Estado X,
Naturaleza de ¢ Discreto Continuo
Discreto Cadena de Markov Proceso de M con parametro discreto
Continuo | Cadena de M con pardmetro continuo Proceso de Markov

Las probabilidades asociadas al cambio entre estados estdan contenidas en una matriz de
transiciéon P;(X). Esta matriz muestra la probabilidad de pasar de un estado a otro en un paso,

o sea que en el préximo periodo se pase del estado ¢ al estado j.
P, =P{X(t+ At)=j/i} donde At=mn — Namero de transiciones
poo(At) ... Pom

R(X) =



Donde V; ;0 <pi; <1, > " opii(At) =1 y At=nl2,.m

La matriz indica que py,, (At) serd la probabilidad de que estando en el estado 0, en el préximo
periodo el sistema se encuentre en el estado de naturaleza m.

Para encontrar la probabilidad de transicién en més de un paso se tendra que P, = P", donde
n es el nimero de transiciones que se espera evaluar.

También se puede calcular la probabilidad del estado incondicional, que indica cual es la
probabilidad de encontrarse en un estado ¢, en cualquier momento del tiempo. Hay dos formas de
calcular esta probabilidad. La primera es contar con el vector fila P(0) que indica la probabilidad
de estados iniciales, donde basta con multiplicarlo con la matriz de transicién en el momento n
para conocer la probabilidad” de encontrarse en el estado i, en el periodo n. La otra forma es
conocer el vector de probabilidades condicionales del periodo n — 1 y multiplicarlo por la matriz

de transicidn.

poy = | TOPO
P(n—1)P

Ahora se vera algunas aplicaciones en matlab para cadenas de Markov.

1. En este punto no se creara un funcién, sino que se utilizara el editor para realizar diversos
célculos. La funcién 'markovchain.m’® calcula los posibles estados de naturaleza de una
cadena de Markov con N estados de naturaleza, probabilidades p y ¢ de pasar al siguiente
y anterior estado, respectivamente, un €, y opcionalmente una media m y un valor de

asimetria a.

Con esta funcién se creé una Cadena de Markov (Z2) con cinco estados de naturaleza, con

las siguientes caracteristicas: m =0,e=1,p=0,3y ¢ =0.7.

"El resultado serd un vector fila, con la probabilidad de encontrarse en cada uno de los estados
8Esta es una funcién creada por un usuario, por lo que deberd buscarla en la web o, si tiene acceso, en la

carpeta RBC'

10



Z2=10

2

Con ello se puede calcular la distribucién después de n periodos, con la funciéon dm.m’
y también se puede hallar la distribucién estacionaria con ’egmdist.m’ (ninguna de las

funciones son predeterminadas en Matlab).

Figura 5: Markovchain and Simulation
EPardmetros

N=

=]
[}

@ = @ & W
=

P= [p 1-pig 1-q]

E @0 ;nmE W R
m
1]

1
1 %%e creg ung matriz de transicidn para cadenas con mds de 2 estados de naturaleza a partir
12 %de las probabilidades de pasar al siguiente estado (p) y devolverse al anterior (g).

=
L

for n = 3:N

14 P = p*[P zeros(n-1,1}; zeros(l,n)] + .
15 { (1-p)*[zeros(n-1,1) P; zeros(1l,n)] + .
16 (1-q)*[zeros(1l,n); P zeros(n-1,1)] + .
17 i ig*[zeros(1l,n); zeros(n-1,1) P] ;
18 i P(2:end-1,:) = P(2:end-1,:)/2;

19 end

28

21

22 Z2=markovchain(N,p,q,=,m)

23

24 nl=5

25 n2=1@

26 d=2

27

28 S5=simulmarkov(P,nl,d)

29

38 slé=simulmarkov(P,n2,d)

31

32 DE=eqmdist(P)

33

34 NS=dn(P,d,nl)

35

36 Nle=dn(P,d,n2)

Con esto hecho, también se puede recrear una simulacién de la Cadena de Markov en el
tiempo, es decir, simular en que estado se encontrard la Cadena desde el periodo 1, hasta el

n. Esto se puede hacer con el comando ’simulmarkov’, con una matriz de transicién 'P?,

9Esta matriz es creada por el comando que se ve en la figura 4 cuando hay més de dos Estados de Naturaleza

11



’

un nimero de periodos a simular n y un Estado inicial desde donde partir'®(d o S(0)). Asi,

simulando 10 periodos tenemos que:

5101232453332]

Esto quiere decir que en el periodo dos, probablemente la cadena de Markov se encuentre

en el segundo Estado de Naturaleza, al igual que en el iltimo periodo.

Cree usted una Cadena de Markov con dos estados de naturaleza y los mismos pardmetros.

También simule los resultados para 5 y 10 periodos.

2. Ahora, mediante el comando ’plot’, se graficara las simulaciones anteriores de las Cadenas
de Markov de dos y cinco Estados de Naturaleza.

Figura 6: Simulaciones

Simulaciones Cadenas de Markov
5 T T

45 | \ \ -

35 -

G1
G2

Estado Esperado
w
T
L

25 -

Periodo

La figura 7 muestra el comando para realizar las graficas. Para crear la figura primero se

crea un vector fila X del 1 al 10, para indicar el nimero de periodos que se van a graficar.

y se crea manualmente de la forma convencional para cuando solo hay dos Estados.
0FEste Estado es de forma ordinal, es decir, 1 se refiere al primer estado de naturaleza, mas no que 1 es el

estado de naturaleza. En este sentido, todos los resultados de este comando indican el orden de los Estados, mas

no cuales son.
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Figura 7: Gréficas

XGrdficas simulaciones
X=[1:12]

Gl=52"

G2=51@"

plot(X,61,X,62),title( Simulaciones Cadenas de Markov'),xlabel('Periodo’),ylabel('Estado Esperado’);legend('G1','G2", location’, eastoutside’);grid on

DO 0N W AW

-

Luego se transpone los resultados de las simulaciones, pues estan en vectores columnas y
el comando ’plot’ solo reconoce vectores fila. Por ultimo, con el comando ’plot’ se crea la
grafica de las simulaciones, donde las dos primeras entradas corresponderan a la primera
simulacion y las dos ultimas la de la segunda. G1 en el vector transpuesto que corresponde
a la simulacion de 10 periodos de una Cadena de Markov de dos Estados de Naturaleza y
G2 es el vector transpuesto de la simulaciéon de 10 periodos para una Cadena de Markov

de cinco Estados de Naturaleza, que se hicieron en el punto anterior.

Repita el proceso con las simulaciones de las Cadenas, pero solo para cinco periodos.

3. Modelos Macroeconomicos

En esta seccion se describiran tres modelos macroeconémicos basados en la teoria de los
Ciclos Econémicos Reales. El primer modelo es una economia bésica de consumo, que analiza
la disposicién de los hogares a suavizar su consumo en el tiempo. El segundo modelo se llama
”Generaciones Traslapadasz aunque se basa en los CER su metodologia es algo distinta a los
anteriores modelos, puesto que en el se rompe el supuesto de un agente representativo de la
economia y se reconoce que hay diferencias entre la poblacién, en cuanto a preferencias y también
en habilidades. Por ultimo, se presenta un modelo basado en una economia pequena y abierta
que tiene mercados incompletos y es vulnerable ante cambios en el escenario internacional. Este
modelo fue calibrado y analizado a detalle con el programa estadistico Matlab.

El dltimo modelo fue modelado en Matlab, para ser usado como base en otras investigacio-
nes, donde los dos restantes modelos puedan ser calibrados y puestos a prueba en el programa

estadistico.
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3.1. El Consumo: Modelo de programaciéon dinamica

Desde la perspectiva de los ciclos econémicos reales el Consumo es el componente mas grande
del total del PIB de un pais. Este componente también es el mas volatil, pues esta sujeto al deseo
de los individuos de suavizar su consumo a lo largo de su vida. Este capitulo se centrara en el
consumo de los bienes no durables y los servicios. Primero se comenzard con un modelo béasico

de dos periodos, para posteriormente generalizarlo a un horizonte infinito!!.

3.1.1. Modelo de dos periodos

El problema para este modelo consistira en la maximizacion, por parte de los consumidores,
del valor presente del consumo con un horizonte de dos periodos. Si asumimos que las preferencias

son separables, la utilidad a lo largo de la vida queda asi:

> Blule) = uleo) + Buler) (1)

Done 8 € [0,1] es un factor de descuento intertemporal. El individuo tiene una dotacién
inicial en el periodo 0 y cuenta con un ingreso y; en t = 0,1, que sera exdgeno. El individuo
puede ahorra o pedir prestado entre los dos periodos a una tasa de interés r;. De esta forma el

individuo cuenta con un par de restricciones a lo largo de su vida:

ar =ro(ao +yo—co)  az=ri(ar+y1 —c1)
Donde a; es la dotacién del consumidor en el periodo t. La posibilidad de endeudarse infini-
tamente y morir endeudado no es factible en el modelo y apelando a la racionalidad, tendremos
que el agente no dejard ahorros para el momento de su muerte, por lo que podremos decir que

as = 0. Combinando as dos restricciones tenemos que:

c ‘
e co = (ap + 1) + ﬂequwwo (2)
To (&

"Para mayor detalle puede ver el capitulo 6 de Adda and Cooper (2002). Ahi podrd encontrar diferentes
extensiones del modelo aqui presentado, como la presencia de un ingreso estocastico, mas de un tipo de interés y

la presencia de restricciones en el mercado de capitales.
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La parte izquierda de la ecuacion 2 es el valor presente del consumo del agente a lo largo de
su vida, mientras que el derecho es el valor presente de los recursos del individuo en toda su vida,
que podemos expresar como wy.

Maximizando 1 sujeto a 2 tenemos que:

U (co) = A = Brou(c1) (3)

Esta es la condicién de primer orden intertemporal, también llamada Ecuacién de Euler. La
ecuacion dice, basicamente, que una reduccién en el consumo presente, incrementara el consumo
futuro. Entonces claramente la eleccion éptima dependerd del nivel de dotacion del agente, wy,
y el nivel de interés del mercado, ry. De lo anterior podemos concluir que ante ausencia de
restricciones en el mercado de capitales, la eleccién 6ptima de los agentes no dependerd del

periodo en el que se encuentren.

3.1.2. Horizonte infinito: Teoria y evidenia empirica

Teniendo claro el modelo de dos periodos explicado anteriormente, es muy facil extrapolar el
conocimiento a un modelo con un horizonte infinito'2.

Considere una familia con una dotacién A, un ingreso corriente y y un retorno a sus inversiones
del periodo pasado de R_;. De esta forma el problema del consumidor se puede resumir en una

ecuacion de Bellman asi:

v(A,y, R_1) = maz.u(c) + ﬁEy/’R|R71yu(A’, v, R)

Para todo (A,Y, R_1), donde la ecuacién de transicién de la dotacién es:

A =R(A+y—c)

Como vimos en la seccién anterior el 6ptimo no dependera del periodo en el que se encuentre, por
lo que el problema podré ser resuelto como un problema estacionario. El modelo requiere que tanto el

ingreso como la tasa de retorno sigan un proceso aleatorio estacionario, donde la distribucién de (y’, R),

12Para tener mayor claridad sobre el tema, puede consultar Adda and Cooper (2002) capitulo 2
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solo dependa de (y, R—1). El resultado del modelo es el mismo que en dos periodos: un descenso en el

consumo actual, incrementard el futuro.

3.2. Overlapping Generations Models

Este modelo introduce la heterogeneidad de los agentes. Ahora cada agente contard con una pro-
ductividad y un nivel de riqueza diferente, pero mas importante atin, habréd diferencias en la edad. El
modelo bésico considera que cada generacién puede ser representada como una familia homogénea. El
tiempo de vida es finito, una nueva generacién nace, mientras una vieja muere. Los modelos OLG sirven
para analizar los problemas de la provision de pensiones publicas, la fertilidad, y la acumulacion de

capital humano y riqueza.

3.2.1. Life-cycle Model

Esta secciéon serd explicada por medio de un ejemplo. El modelo estard basado en 60 periodos, que

corresponden a un ano por periodo. Habran tres sectores importantes: los hogares, firmas y gobierno.

Hogares

Cada ano nace una nueva generacion del mismo tamafio. Para simplificar el modelo cada generacion
sera normalizada a uno. El superindice s denota la edad de cada generacion y el subindice ¢ el periodo
en el que se encuentran. Esto quiere decir que ¢} es el consumo de la generacién con s anos en el periodo
t.

Los hogares viven 60 afios repartidos en dos partes importantes. En la primera parte, que dura 40
anos, los individuos trabajaran, mientras que en la segunda, que dura 20 anos, estaran retirados y sin
ninguna posibilidad de trabajar. La primera parte se le denominard T y la segunda T, de tal forma
que T + TR = 60'3. Los agentes ofreceran su mano de obra en la primera parte de forma nj y gozardn
de ocio en I = 1 —n{. En la segunda parte nj = 0, donde s > T', ya que el retiro es obligatorio. De esta

forma los individuos maximizan la utilidad a lo largo de la vida en el ano 1 y periodo ¢:

T+TH

Z 65_1U(C§+s—17lf+s—1) (4)

s=1

1

130bserve que esto quiere decir que el tamafio de cada generacién es de il

debido a que al llegar a los 60 anos

los individuos mueren.
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Donde S es el factor de descuento. Note que el factor de descuento no necesariamente debe ser menor
a uno, debido a que la utilidad a lo largo de la vida es finita. La funcién de utilidad de los consumidores

viene dada por:

(5)

La variable v = 0,001 es adicionada para asegurar que atin con consumo cero, cuando no hay
ingreso, la utilidad va a ser finital®. Los agentes nacen sin capital, k; = 0 y no dejan herencia, k%1; = 0.
Los agentes reciben rendimientos sobre el capital, r; y un salario por su trabajo, w;. Esto hace que la

restriccién del individuo venga dada por:

K =0+ r)kf + (1 —nwnf —¢f, s=1,..,T (6)

El salario es gravado a una tasa 7¢. Esto quiere decir que 7rwn{ son las contribuciones a seguridad

social. Las condiciones de primer orden de los hogares son:

w(eh,lf) _ a+y

w0y T (7)
/cs+1 s+1

-
s+1 s+1 1 )

R

Durante el retiro, los individuos reciben una pensién publica b independiente del historial de trabajo.

La restriccion presupuestaria para los retirados sera:

kfﬂ—(1+7“t)kf+b—0f, s=T+1,.,T+T% (10)

Lo tnico que cambia en la condicién de primer orden dada por la ecuacién 8 es que I = 1.

Firmas

La funcion de produccién es la tradicional en los modelos neoclésicos. Las firmas producen un output
Y; con trabajo N; Y capital K;. El trabajo es pagado a un salario w;, mientras que el capital es alquilado
por una tasa r; y se deprecia a razén de ¢. La funcién de produccién tiene retornos constantes a escala

y productividades marginales decrecientes:

1 Esto servird al momento de realizar un andlisis empirico.
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Y; = KAN} (11)

Donde el salario y el retorno del capital son pagados por la productividad marginal del trabajo y el

capital, respectivamente.

wp = (1 - a)KPN; (12)
T = aKfletlfa -0 (13)
Gobierno

El gobierno usa el recaudo de los impuestos para financiar la seguridad social de los retirados.

TR

Tttht = 7T T TR

b (14)
Con esta formula, el gobierno sigue la regla de un presupuesto balanceado. Cambios en el monto de

la seguridad social, b, o el ingreso laboral, w; Ny, haran cambiar la tasa impositiva 7.

Equilibrio

El concepto de equilibrio de esta seccién se basa en el problema del consumidor seguido por STOKEY

and LUCAS (1989). La solucién del problema dindmico viene dado por la funcién valor V*(kf, Ky, Ny):

MAT s+1 [u(e;, 1) + BV (ki Kis1, Neja] s = 1,..,T

S S
t4+1:Ce 51

Vs(kfaKhNt) = (15)
MATpet1 o [u(e;, 1) + BV (kS Kiy1, Newa ], s =T+ 1,..., T + TE1

sujeto a 6 y 10, respectivamente, y

R R R R R
VIR (R BT N = (1) (16)

En el equilibrio tendremos que:

= El comportamiento individual es consistente con el agregado:
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3.3.

T
n
N=)» —Lt—
t ZT+TR’
s=1
T+TR s
K_ t
¢ ;T+TR

Los precios relativos {wy, ¢} resuelven el problema de la empresa y satisfacen las ecuaciones 11,

12 y 13.

Dado los precios relativos {wy,r:} y la politica del gobierno b, las decisiones c;(.), n{(.) y ki,

resuelven el proceso de maximizacion 15 y 16.

Los mercados se vacian:

T+TE r
KON = ) m g H K = (1= 0)K,
s=1

El gobierno tiene un presupuesto balanceado siguiendo la ecuacién 14

Risk matters: The Real Effects of Volatility Shocks

(20)

No es un misterio que las economias emergentes son muy vulnerables a los acontecimientos del

sector externo, pues en la mayoria de ellas se vive en una situacién de dependencia en las tendencias

de las economias ma&s desarrolladas. En el mismo sentido, los paises en via de desarrollo se basan en

la deuda externa para suavizar el consumo y protegerse contra shocks idiosindraticos, debido a su

poca acumulacién de capital. Asi, cuando la tasa de interés real aumenta, las pequefias economias ven

aumentar su riesgo y para evitarlo disminuyen la deuda, mediante la reduccién del consumo. De esta

forma, las economias emergentes son altamente sensibles a la volatibilidad de la tasa de interés, donde el

cambio en esta tiene grandes repercusiones en el consumo, el producto, la inversion, las horas trabajadas

y la cuenta corriente.

El siguiente modelo mide la sensibilidad de una economia pequena y abierta ante la variabilidad de

la tasa de interés real, basandose en Ferndndez, Guerrén, Rubio & Uribe (2009).
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3.3.1. Modelo

Se formula una economia pequena y abierta con el mercado de activos incompletos, en base a
Mendoza(1991), Correia (1995), Neumeyer and Perri (2005), and Uribe and Yue (2006). La sociedad

estd poblada por un individuo caracteristico, con la siguiente funcién de utilidad.

— w_lH‘”} = _q

1—v

B3 gl (21)
t=0

Donde Ey es un operador condicional de las expectativas, Cy corresponde al consumo, H; a las
horas trabajadas y € (0,1) corresponde al factor de descuento. Con este tipo de modelo, la oferta de
trabajo tiene un efecto renta inexistente!, por lo que dependers solo del salario real y podré generar
contracciones en el consumo, ante cambios en el nivel de interés real.

La tasa de interés real estard definida de la siguiente forma: r; = r +ew ¢ +e,¢, donde r es la tasa de
interés internacional libre de riesgo mds la media del spread de la economia evaluada. El término e
es la tasa de interés real internacional restada de su media, mientras que e,; es el spread restado de la

media de la economia. Los términos ey ; y e, siguen un proceso AR(1) de esta forma:

bt = PvCibt—1 + €70 Uyt (22)

€rt = prert—1 + e Uy (23)

Donde u,; y utb, t son shocks distribuidos normales con media cero y varianza unitaria. o representa
la desviacién estdndar de cada término y se caracteriza por no ser constante y seguir un proceso AR(1)

también:

Otbt = (1 - psigmatb)o'tb + PoypTtbt—1 + NtbUoyy, ¢ (24)

Ort = (1 - psigmar)o'r + o, Ort—1 + Nrig, , (25)

Los pardmetros oy, y 1y implican el tamano de la volatibilidad media de la tasa real internacional

libre de riesgo y el grado de incertidumbre en ella, respectivamente. La misma légica es utilizada para

Or Y Nr.

5Esto quiere decir que el efecto predominante siempre sera el sustitucién, por lo que el individuo trasladars ho-

ras de trabajo al futuro o al presente, dependiendo de en que periodo el salario real sea mas alto.
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Los hogares pueden invertir en dos tipos de activos: el stock fisico de capital, K;, y los bonos

internacionales, D;'6. La restriccién presupuestaria de los hogares sera:

=Dy —WiH; — RiK; + Cy + Ii + d)?D(DtH — D)? (26)

Donde W; es el salario real, R; denota la rentabilidad del capital, I; representa la inversion bruta
doméstica, ¢p es un parametro que controla el costo de mantener una posicién de activos extranjeros
neto y D es el promedio de la deuda. El costo de la deuda es pagado o cobrado por cualquier institucién
bancaria.

Se deben hacer dos aclaraciones antes de seguir. En el primer periodo los hogares tienen acceso a los
bonos, sin ningun tipo de contingente, representando asi la incapacidad de los paises de mantener deudas
a largo plazo. Luego del primer periodo los bonos solo son aceptados por el mercado con un factor de
descuento. Esto impide la reestructuracién de la deuda para minimizar los efectos de la volatibilidad,
por parte de los agentes. Se asume que los agentes se enfrentan al costo de mantener una posiciéon neta
de activos extranjeros con el fin de eliminar las dindmicas de una economia pequena y abierta a las que
se enfrentaria de otro modo.

La ecuacién de movimiento del capital es la siguiente:

I 2
Kt+1:(1—5>Kt+<1—(§<Itjl—1) )It

Donde 9§ es la tasa de depreciacion del capital. Se debe dar que ¢ > 0, que controla el tamano de los
costos. Estos costos de ajuste son convenientes para evitar la inversién excesiva ante la volatibilidad de
la tasa real de interés. La condicién de no-ponzi esta vigente!.

Al igual que para los hogares, las decisiones de las firmas se pueden resumen en una funcién de

produccién representativa:

Y}/ — Kf(eXth)l_a

X; corresponde a shocks en la productividad laboral, que sigue un proceso AR(1).

Xt = peXi—1+ e ugy (27)

Donde u;; es un shock con distribucién normal, con media cero y viarianza unitaria.

16Valores positivos de D; significa deuda.
1"No se pueden dejar activos al final de la vida de los agentes
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Las firmas maximizan igualando los precios de los factores a su productividad marginal. De esta

forma, teniendo en cuenta 26 se obtienen las exportaciones netas (N Xy):

D n 035

t T T T T 147 2

(D41 — D)?

Donde también se puede inferir la cuenta corriente: C Ay = D — D,;11. Combinando las dos anteriores

ecuaciones se puede obtener:

Ay = (14 7N X, ~ Dy — (14 7) 22 (D1 ~ DY

El estado estacionario viene descrito por las siguientes ecuaciones:

[C _ }ﬂ Y (28)
8la-a+ag| = e (29)
et [c _ T} (-l (30)
A=, (31)
1fT:Dy+C+I, (32)

Y = K*H'™, (33)

I =6K (34)

3.3.2. Calibracién

El proceso de calibracién de un modelo consiste en darle valores a los parametros exdégenos, depen-
diendo de estudios y estimaciones anteriores, para lograr llegar a una solucién analitica del modelo. La
opcién de calibrar surge como una necesidad ante la dificultad de poder encontrar resultados matemati-
camente es algunos modelos, debido a su dificultad. Este es el caso de los modelos CER. Entonces la
calibracién consiste en estimar las condiciones de una economia, bajo los supuestos en ciertos pardme-
tros, que pueden ser facilmente estimados por separado.

En este tipo de estudios se maneja un ”benchmark case”, que indica la opciéon maéas viable de la
economia o la mas probable. Una vez planteado este caso estandar se prosigue a realizar una serie de
andlisis de sensibilidad, cambiando parametros con el fin de observar como se comporta el modelo y

hacia donde se puede dirigir la economia ante un choque externo.
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El benchmark case de este modelo es el siguiente:

w = 1,455
0=0,1
a = 0,32
v=2
p = 0,356
¢ = 0,025
r = 0,04
8 =0,11
or = 0,0129

Los valores fueron sacados de Mendoza(1991), Schmitt-Grohé and Uribe (2003), y Aguiar and Go-
pinath (2007).

El modelo consiste dar pequenos shocks a la tasa real de interés, con una desviacion estandar de
0.0129 y media 0 y analizar el impacto en los agregados macroeconémicos mediante dos momentos
en el tiempo. El primer momento muestra el promedio y la desviacion estandar de la Produccion, el
Consumo, el Capital, el Trabajo y los Activos Extranjeros Netos a través del tiempo, mientras que
en el segundo momento se muestran las mismas variables ante el choque en la volatibilidad de la tasa
de interés internacional. Es decir, el modelo estima el impacto y las repercusiones en los agregados
macroeconémicos ante la variabilidad de la tasa de interés internacional libre de riesgo. Los resultados
del benchmark case se muestran a continuacién:

Los resultados arrojados para este caso van acorde a la teoria planteada por el modelo. El pro-
ducto, consumo, capital y trabajo disminuyeron en 1.64 %, 2.78 %, 2.71 % y 1.13 %, respectivamente.
La intuicién detrds de la disminucién en los agregados es que cuando aumenta la volatibilidad de la
tasa de interés internacional las economias pequenas deben disminuir su financiaciéon externa, por el
mayor riesgo, y de esta forma con la menor liquidez debe caer el consumo y el resto de variables antes
mencionadas. La deuda con el resto del mundo, definida por la variable Activos Extranjeros Netos, au-
menta ante el shock en r, esto debido al mayor costo de ella y la incapacidad de reestruturarla. También
hay que resaltar el aumento de la variabilidad en los agregados. La desviacion del capital, el trabajo y

los activos extranjeros netos aumento considerablemente, mientras que la del producto disminuyé un
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Figura 8: Bechmark Case

Media M1 | Media M2 Des.Est M1 Des.Est M2
Produccién 1.4867 1.4623 | 0.02804223 | 0.01948814
Consumo 1.1231 1.0919 | 0.02441443 | 0.3951546
Capital 3.3984 3.3062 | 0.04224815 | 0.06544787
Trabajo 1.0075 | 0.99613 | 0.005172142 | 0.008014919
Activos Extranjeros Netos | -0.59365 | -0.99511 | 0.1635008 0.2963358
AEN por PIB -0.39932 | -0.6805 NaN NaN

poco, pero el aumento increible de la volatibilidad del consumo (1516 %) es algo fuera de lo comn.
Esto indica que no solo el consumo tuvo que disminuir por la menor financiacién externa, sino que
caus6 grandes problemas para la suavizacién del consumo e incapacidad por adaptarse rapido ante el
cambio en factores externos.

El siguiente ejercicio consistié en disminuir la tasa de depreciacién del capital a 6 = 0,05, para poner
a prueba el comportamiento del modelo, ante choques exdgenos. Los resultados se muestran en la figura

9.

Figura 9: Aumento en ¢

Media M1 | Media M2 Des.Est M1 Des.Est M2
Produccién 1.5288 1.4747 0.01972186 0.01736924
Consumo 1.294 1.2652 0.03677621 0.5646036
Capital 3.56 3.353 | 4.535299¢-06 | 0.03775207
Trabajo 1.027 1.0019 | 5.415325e-07 | 0.0046417951
Activos Extranjeros Netos -1.42 -1.0465 | 2.061418e-05 0.4063328
AEN por PIB -0.92886 | -0.70965 NaN NaN

Ante la disminucién de la tasa de depreciacién se observa todos los resultados esperados. Con
respecto al momento 1 del benchmark case la produccién, el consumo, el capital y el trabajo aumentaron,
debido a la mayor efectividad del capital, pues al depreciarse menos, el capital se puede acumular mas,
incentivando el trabajo, la produccion y por este medio el consumo. En cuanto al anélisis ante el choque

en la tasa de interés internacional se puede observar que el producto disminuyé 3,54 %, el consumo
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2,23 %, el capital 5,81 % y el trabajo 2,44 %. La mayor variacién en los agregados macroeconémicos se
deben a la misma razén por la cual ellas mimas aumentaron respecto al primer momento. Al tener una
menor tasa de depreciacién se incentivo la acumulacién de los factores y de esta forma, se incentivo la
deuda con el mercado externo, por lo cual ante una coyuntura adversa la economia se vio mas golpeada
que en un caso el modelo estandar.

Por ltimo se evalué un aumento en los costos de mantener los activos extranjeros netos (¢ = 0,028).

Los resultados se muestran en la tabla

Figura 10: Aumento en ¢

Media M1 | Media M2 Des.Est 1 Des.Est 2
Produccién 1.4864 1.4703 0.0276178 | 0.01738527
Consumo 1.123 1.0929 0.0243587 0.2956604
Capital 3.3973 3.3364 | 0.04118608 | 0.05711281
Trabajo 1.0074 | 0.99987 | 0.005043014 | 0.006992552
Activos Extranjeros Netos | -0.59178 | -1.095 0.1638573 0.1860371
AEN por PIB -0.39813 | -0.74476 NaN NaN

Para este caso el impacto del ciclo fue menor. En el primer momento se ve una disminucion marginal
en todas las variables, debido a que el modelo asegura que los agentes querrdan invertir en el extranjero
para evitar la incertidumbre de una economia pequena, ademéds de que los costos de mantener activos
extranjeros solo aumento 0.003 puntos. El producto disminuy6 1.08 %, el consumo aumenté 2.68 %, el
capital disminuy6 1.79 % y el trabajo 0.75 %. La deuda con el extranjero sufrié un aumento de 85.03 %.
La volatibilidad de las variables tuvo también una menor variacién que en el benchmark case. El menor
impacto que sufren los agregados econémicos cuando el costo de mantener activos extranjeros es mas
alto tiene una intuicién muy sencilla. Las economias emergentes dependen mucho del sector externo y
ante mayores costos de mantener financiacién en el exterior, deciden suavizar sus decisiones y arriesgarse
menos, por lo que ante los cambios en la tasa de interés, los agentes no cambiaran tanto sus decisiones,

como en el primer momento, debido al aumento de los costos que acarrearia ese cambio.

4. Resultados y Conclusiones

Los resultados del proyecto fueron los siguientes:
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Las economias con menor tasa de depreciacién son mas sensibles antes choques en el escenario
internacional, pues a medida que baja la tasa de depreciacion se incentiva mas el endeudamiento

con el extranjero.

Las economias con costos de mantener activos extranjeros altos son menos sensibles antes choques
externos, puesto que los grandes costos que deben asumir, les impide hacer endeudarse o realizar

acciones riesgosas en el campo internacional.

El modelo tipo CER evaluado se ajusta a la realidad y no tiene resultados contra-intuitivos o

alejados de la teoria planteada por los autores.

Este trabajo se deja como un manual para estudiantes de pre-grado interesados en ver como los

modelos tedricos se comportan empiricamente y que utilidad tienen en el campo de la economia.

También se deja esta investigacion como puente a futuras cohortes de estudiantes, para que
contintden con la investigacion, puedan realizar més calibraciones de modelos econémicos y realicen

una ampliacién del campo del manual.

Por dltimo, y como reflexién, este manual les deja a los estudiantes herramientas para y soportes
empiricos que verifican, muestran y ensenan que el estudio de la economia por medio de mode-
los y su interpretacién simplificada tiene objetivos racionales y que sirven para poder analizar

efectivamente la realidad.
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