Una Apréximacién Empirica al Modelo de Ciclos Econémicos Reales

Mateo Duque

Directores del Proyecto de Grado:
Natalia Gonzélez, Ph.D.
Andrés Mufioz

Universidad Icesi
Facultad de Ciencias Administrativas y Econémicas
Santiago de Cali, diciembre de 2015






Universidad Icesi - Facultad de Ciencias Administrativas y Econémicas - Proyecto de Grado

Indice

T Tniroduccisnl
[L.1. ,Quees MATLAB? . . .. ... .. ... .. ... ... ... .
[T.2. Nociones bésicas de programacion] . . . . . . . ..o v v v vv i

2. Primer Contacto con MATLABI
2.1. Lainterfaz graficade MATLAB|. . . ... ... ... ... .. ... ... .. ....
2.2. Definicion de funciones| . . . . . . ... Lo Lo

[2.2.2.  Funciones definidas por el usuario|. . . . . ... ........ .. .. .. ..
2.3. Un primer ejercicitoen MATLAB) . . . ... ... ... ............
2.4. Ofros ejercicios| . . . . . . ... . . ... e
2.4.1. Producto Kronecker] . .. ... .......... ... .. .. .. .. ....

[2.4.2. Suma de una serie geométrical . . . . . ... ... oL

[3. Marco Conceptual|
3.1. Descripcion del modelo| . . . ... ... ... . oo oo 0oL

|4. Metodologial
4.1. La Tecnologia de Produccion y la Estructura Financiera|. . . . . ... ... ... ..
4.2. Las Preferencias delos Agentes|. . . . .. ...... ... .. .. .. .. .. .. ..

4.3. El Problema Dindmico: Una Solucion al Modelo CERl . . . .. .. ..o o oL
|4.4. Valores de los Parametros y Calibracion| . . . . . ... ... ... ... .. ... ...

[5._Resultadosl
l6. Conclusiones|

Q1 U1 G



Universidad Icesi - Facultad de Ciencias Administrativas y Econémicas - Proyecto de Grado

Indice de figuras

1. Captura de la interfaz grafica de MATLAB R20015a| . . . . .. ... ... ... ... 6
2. Captura del editor de MATLAB R20015a] . . . . ... .. ... .. ....... ... 7
3. Densidad de la probabilidad marginal para el capital y los activos extranjeros en el |
[ BaseModell . ... ... ... . .. 19
4. Densidad de la probabilidad marginal para el capital y los activos extranjeros en la |
| simulacion Il . . . . . ... 20
[5.  Densidad de la probabilidad marginal para el capital y los activos extranjeros en la |
i i6 20

[ simulacion Il . . . . . ..



Universidad Icesi - Facultad de Ciencias Administrativas y Econémicas - Proyecto de Grado

Indice de cuadros

1. mentos E isti la Simulacién 1 losl ... ... 19



Universidad Icesi - Facultad de Ciencias Administrativas y Econémicas - Proyecto de Grado

Resumen

This application manual shows an empirical approach of the real business cycle model by
simulating a dynamic system. For this, some introductory familiarization exercises will be
shown step by step with them solution in MATLAB. For the application of the model RBC
analytical and empirical model with differential equations solution will be shown by the
method of Bellman equation, and later calibration. However, although some parts may omit the
complete derivations of the mathematical models, the appropriate references will be included
for those are interested to get deeper on the origin of the models equations.
Keywords: Real business cycles, calibration, adjustments costs, dynamic optimization.

Resumen

Este manual aplicativo muestra una aproximacién empirica al modelo de ciclos econémicos
reales mediante la simulacién de un sistema dindmico. Para esto, se presentara la solucién paso
a paso de algunos ejercicios introductorios de familiarizacién con MATLAB, con sus respectivas
soluciones. Para la aplicacién del modelo CE se mostrard la solucién analitica y empirica
al modelo con ecuaciones diferenciales mediante el método de Bellman, y posteriormente su
calibracién. No obstante, aunque puede que en algunas partes las derivaciones completas de los
modelos matemadticos se omitan, se incluirdn las referencias a textos apropiados para aquellos
interesados en profundizar mas sobre el origen de las ecuaciones del modelo.

Palabras clave: Ciclos econémicos reales, calibracién, costos de ajuste, optimizaciéon dindmica.

1i.e. “ Real Bussiness Cycles ”

%j.e. Ciclos Econémicos Reales o RBC por sus siglas en inglés “Real Bussiness Cycles”
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1. Introduccion

1.1. ;Qué es MATLAB?

MATLAB (abreviatura de MATrix LABoratory, "laboratorio de matrices") es una herramienta de
software matematico que ofrece un entorno de desarrollo integrado y didéctico con un lenguaje
de programacién propio. Al respecto, Klee y Allen|(2002) sostienen que MATLAB sirve a una
variedad de aplicaciones, incluyendo la biotecnologia, disintas 4reas de la ingenieria, mode-
los financieros, econémicos y la dindmica de vuelo. Los economistas, por su parte, recurren
a métodos de simulacién para predecir algunos comportamientos de la economia dadas unas
condiciones especificas. Adicional a esto, la simulacién, lejos de los tratamientos econométri-
cos, también sirve para simular el comportamiento de una economia tras la formulacién de
politicas ptbicas. Ademads, la simulacién de desastres naturales ayuda en la preparacién y en
los procesos de planeacién econémica para mitigar el impacto de eventos catastréficos, entre otros.

1.2. Nociones basicas de programacion

Tal y como lo afirma Borrell| (2013) , al abrir MATLAB la primera sensacién puede ser de saturacién.
La interfaz grafica de MATLAB no corresponde como tal a la sencillez del uso real del progra-
ma; y es por eso que por ahora interesan solo dos herramientas: la ventana de comando y el editor.

El editor permite escribir o modificar los c6digos y la ventana de comando no es mds que la via
principal de comunicacién con MATLAB. Cualquiera de las operaciones de la interfaz grafica
pueden realizarse tinicamente escribiendo comandos en la consola.

Para comenzar, considere una linea de c6digo muy simple:
>> a = 1;
Hay tres elementos en esta linea de cédigo:

» aes una variable.
» =es el operador de asignacion.

» 1 es el literal que define el ntimero 1.

Dado que una variable es una palabra cualquiera, se debe escoger siempre nombref] descriptivos
que permitan descifrar el algoritmo que se estd implementando. El operador asignacién almacena
en la memoria el resutado de la operacién de su derecha y la asigna (por eso su nombre) a la
variable. En MATLAB cada comando solo puede obtener un operador asignacion y a su izquierda
s6lo puede haber una variable.

Es importante resaltar también que MATLAB define una variable especial llamada ans que no
se debe sobreescribir nunca. Es decir, cada vez que se ejecute un comando y no se asigne a su
resultado una variable, MATLAB hara tal asignacion de manera completamente automatica a la
variable ans. Por ejemplo:

>> 2+2
ans =
4

No se debe usar indistintamente las letras maytsculas y mintsculas.



Universidad Icesi - Facultad de Ciencias Administrativas y Econémicas - Proyecto de Grado

2. Primer Contacto con MATLAB

2.1. La interfaz grafica de MATLAB

En primera instancia, cabe resaltar que la interfaz grafica de MATLAB es practicamente la misma
en cualquiera de sus versiones independiente del sistema operativo.

La ventana principal estd dividida en secciones con una funcién especifica. Cada una de estas
secciones, a excepcion del mend, es una ventana que puede moverse dentro de la interfaz para
efectos de reducir la congestiéon visual, permitiendo ordenar MATLAB para ajustarlo a las nece-
sidades de cada usuario. Las tres partes que de momento se analizardn estdn marcadas con un
ntmero en la figura 1.

Por un lado, el icono sefialado con el ntimero 1 indica “nuevo archivo” y sirve para abrir el
editor de MATLAB. Por otro lado, el recuadro sefialado con el niimero 2 muestra el didlogo
para seleccionar el directorio de trabajo. A medida que se escriba el cédigo, éste debera ser
guardado en algtin lugar del computador, en tanto que para poder ser utilizado a futuro es
importante que MATLAB sepa dénde éste ha sido guardado. Cabe aclarar que, por defecto,
MATLARB trae guardadas las funciones propias de la aplicacién y de los distintos toolkits en un
directorio especifico, que es el que se sefiala en el recuadro 2 de la figura 1.

Figura 1: Captura de la interfaz grdfica de MATLAB R20015a

4\ MATLAB R2015a

HOME

Z e b 5 @ serrch Documentasion p

(5} open variabie ~ > Run and Time Set Path = Request Support
New | New Open |{|Compare Import  Save 2 O &2 Simuink  Layout = Hep e
- - Data Workspace (- ClearWorkspace ~ |7 Clear Commands ~  Library ~ [l Parater ~ ~ o AddOns ¥

1 - e coos Swne | ewvrowsiT resources

'fEF' T [ rnaries & T New variavke (& Analyze Code & [T @ references (3 ¢ Communty
cript]

@ = = F |+ G r ProgramFiles b MATLAB b _MATLAB Production Server b R2015a b _bin b v 0
Current Folder (C]
Mame s
m3iregistry ~
registry
util
winéd
[&] deploytool.bat
[ tedatauml
[ tedataxsd
[ tedata_utfBxml
A\ matlab.exe 3
[=] mbuild.bat
[E] mec.bat
[Z] MemShieldStarter bat
[E] mex.bat
[ mex.pl
[%] mexext.bat

Details

Q@ |>|¢

Workspace

Name Value

«| Ready

MATLAB busca funciones y scripts en los directorios especificados por la funcién path. El primero
de ellos siempre es el especificado en el didlogo Current Directory.

path (path, dir)
Sin argumentos imprime en la pantalla los directorios donde MATLAB busca los archivos.
En el caso de darle dos argumentos, normalmente el primero serd simplemente path,
mientras que el segundo serd el nombre de un directorio que se quiera afiadir a la lista.
Para afadir un directorio:
>> path(path, ’C:/Users/Yo/Documents/MATLAB/Funciones’)

Por dltimo, el recuadro niimero 3 sefiala la ventana de comando de MATLAB. Como se menciond
anteriormente, MATLAB no es més que un intérprete para un lenguaje de programacion tal que
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la via directa de comunicacién con el mismo es la ventana de comando.

La figura 2 muestra el editmﬁ de MATLAB. El editor cuenta con casi todas las capacidades que se
esperan de una herramienta de programacién moderna:

s Coloreado de cédigo
» Andlisis sintdctico capaz de detectar errores antes de ejecutar el c6digo

» Depurador integrado.

Figura 2: Captura del editor de MATLAB R20015a
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2.2. Definiciéon de funciones

En la seccién anterior se mostré que realizar operaciones con ntimeros reales, en general, es
simple. Antes de comenzar a realizar ejercicios basicos en MATLAB, es importante entender el
proceso de creaciéon de una funcién. Es por esto que el siguiente paso es entender como se debe
definir una funcién.

Hay dos maneras de definir una funcién en MATLAB:

2.2.1. Funciones an6nimas

Una forma fécil de crear funciones es a través de las funciones anénimas. La forma general de las
funciones anénimas es la siguiente:

» nombredelafuncion = @(argumentos) expresion

donde nombredelafuncion es el nombre con el que se quiere llamar a la funcién; en argumentos
se escriben las variables de la funcién, y en expresion se define la funcién que se quiere. Es
importante resaltar que este comando funcionard como cualquier otro comando ya definido de
MATLAB.

4Uno de los atajos de teclado mas utiles del editor de MATLAB es utilizar la tecla F5 para guardar y ejecutar el cédigo
que se estd escribiendo.
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Por ejemplo, se quiere realizar el producto entre el seno y el coseno entre dos vectores x y y
cualesquiera. Para eso se define la siguiente funcién anénima en la consola:

>> funcionl=@(x,y) sin(x)*cos(y);

Seguidamente se introducen los argumentos de la siguiente forma:
>> funcionl([1,4,5],[5,3,7]")

y se obtiene el siguiente resultado:

ans =
0.2650

2.2.2. Funciones definidas por el usuario

Generalmente se trabajan funciones del tipo y = f(x), donde f(x) es una expresiéon matemadtica
en términos de la variable x. A través de una regla de asignacién (funcién) se calcula un valor
de y (salida) cuando se proporciona un valor de x (entrada) en la expresion. MATLAB define de
manera predeterminada muchas funciones como sin(x), sqrt(x), etc.

Es posible definir funciones y guardarlas en un ficher(ﬂ y usarlas de un modo semejante a las
funciones predefinidas de MATLAB. Es por esto que la principal ventaja de definir una funcién
propia es la posibilidad de reutilizar el cédigo para otras aplicaciones.

Se debe tener en cuenta que la entrada y la salida de una funcién puede ser una o varias variables,
cada una de ellas puede ser un escalar, un vector o una matriz de cualquier tamafio.

La primera linea en el editor es la definicién de la funcién que comienza con la palabra clave
function, tal como sigue:

» function variables_salida=nombre_funcion(variables_entrada)
» condiciones
» end

» nombre_funcion, es el nombre significativo que se le asigna a la funcién y coincide con el
nombre del fichero de extensién *.m en el que se guarda el cédigo de dicha funcién. Las
reglas para nombrar un funcién son las mismas que para las variables, los nombres no
deben de incluir espacios, ni se pueden utilizar plabras reservadas por MATLAB.

» variables_entrada, es el conjunto de parametros que se le introducen a la funcién. Los
nombres de las variables van entre paréntesis y separadas por coma.

» variables_salida, es el valor o conjunto de valores de las variables devueltos por la
funcién. Las variables de salida van después de la palabra reservada function entre
corchetes cuadrados y separados por comas si hay varios de ellos.

= condiciones, son las lineas de cédigo que, tomando los valores de los parametros de
entrada, calculan, mediante expresiones, los valores que devuelve la funcién.

» end, marca el final de la funcién. Este es opcional (salvo en las funciones anidadasﬁ) pero es
conveniente acostumbrarse a ponerlo al finalizar la funcién.

5Las funciones se crean del mismo modo que un script seleccionado en el menti y se guardan en un fichero que tiene
el mismo nombre que la funcién y extensién *.m
Son funciones definidas dentro de otras funciones.
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2.3. Un primer ejercicio en MATLAB

Antes de escribir algtn cédigo o implementar algtin algoritmo es necesario familiarizarse con el
entorno de desarrollo. Este primer ejercicio constard de una funcién que indicara si una funcién
f(x) es definida positiva o no. Para esto, es importante recordar el siguiente teorema:

Teorema 2.1 Sea Q(x) = x'Ax una forma cuadrdtica con una matriz simétrica A asociada. Sea Ay, ..., Ay
los valores propios (reales). Entonces:

» Q es definida positiva si y solo si, Ay > 0, ..., A, > 0.

» Q es semidefinida positiva si y solo si, Ay > 0,..., Ay > 0.

» Q es definida negativa si y solo si, A; < 0,...,A;, <0.

» Q es semidefinida negativa si y solo si, Ay <0, ..., Ay <0.

= Q es indefinida si y solo si, A tiene valores propios con signos contrarios.

Se procede entonces a abrir el editor y se escribe la primera parte del c6digo de la siguiente
manera:

function x=def (Q)
n=3ize (Q,1):
if =2ize(Q,2)~=n
error{'La matriz no e=s cuadrada')

N = b R

end

En primera instancia, vale la pena detenerse en la primera linea para identificar tres elementos
claves:

s El comando function indica que se programara una nueva funcién, que utilizard una
sintaxis determinada.

= Q en la sintaxis, es la entrada que corresponde a la matriz asociada a la funcién objetivo.
» X, en la sintaxis, es la salida que corresponde al vector de valores propios de la matriz Q.

Ahora bien, también es de suma importancia verificar que la matriz asociada a la funcién sea
cuadrada y es precisamente lo que se logra en las lineas 2 a 5 con el comando size, condicionando
a que el nimero de columnas sea igual al niimero de filas.

La segunda parte del cédigo calculard todos los autovalores de la matriz asociada a través del
comando eig, y asi determinar si la funcién es definida positiva o no. A continuacién, la segunda
parte del codigo:

& - ®=elg (Q)

T — if x>0

g - display('Pozitiva'):

9= elseif =x>=0

10 — display('Semipositiva');
11 = elseif =<0

2 = display('Negativa'):

132 = elseif =x<=0

14 — display('Seminegativa');
15 = end;

16 — end
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2.4. Otros ejercicios

2.4.1. Producto Kronecker

Este ejercicio consiste en crear una funcion prodk.m que programe y calcule el producto Kronecker
para dos matrices de dimensién 2 x 2. Para esto es importante recordar la siguiente definicién:

Definicién 2.2 Sea A una matriz m x n y B es una una matriz p x q, entonces el producto Kronecker
A ® B es una matriz bloque de dimension mp x nq, tal que:

11113 s alnB
A®B= : . :
amlB A amnB
Mas explicitamente, se tiene
aptbyy anbyp oo oanby oo -0 apbnn awbin o apby
aptbyyr  anbyn oo oanby ... -0 apby apbn .o apby
aptbpr  anbpy -0 anbpg o oo by awbp - abyg
A®B=
ambir  ambia - ambyy oo 0 amnbin @mnbiz o+ amnbyg
ambn  ambn o ambay o o Ampba amnbrn 0 amnby
_amlbpl amlpr T amlbpq Tt amnbpl amnpr T ﬂmnbpq_

Se introduce el siguiente c6digo en el editor:

1 funection E=prodk (i, B)

A= E = zeros(size(Rh,1l)*=size(B,1l) ,5ize (R, 2)*=size (B, 2));

= E(l:zsize(B,1),l:=2ize(B,2)) = L(l,1)*E;

4 — E(gize(B,1)+1:2%gize(B,1l),l:=2ize(B,2)) = A(2,1)*E;

= E(l:z2ize(B,1l),8ize(B,2)+1:2*=2ize (B, 2)) = A(1l,2)*B;

& — Hizize (B,1l)+1l:2%=zize(B,1l) ,5ize (B, 2)+1l:2%=ize (B, 2)) = R(2,2)*

end

En la primera linea se define la funcién prodk con sus dos respectivos argumentos que en este
caso seran dos matrices A y B, de dimensiones m X n 'y p X q respectivamente. Seguidamente,
en las lineas 2 a 6 se establecen las condiciones que, tomando los valores de los pardmetros de
ambas matrices, calculardn el producto Kronecker. Finalmente, en la linea 7 se marca el final de la
funcién.

2.4.2. Suma de una serie geométrica

Este ejercicio consiste en crear una funcién ssg.m que compute la suma de los elementos de una
serie geométrica cuando r < 1.

Considere primero la siguiente definicién y el siguiente teorema:

Definicion 2.3 Si una sucesién es de la forma {a,} : a, ar,ar?, ard, ..., ar""1 se denomina sucesién
geométrica de razon r.

10
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Teorema 2.4 Sea una una serie geométrica {S,} = Y =} ar'=L. Entonces, si r < 1, entonces es una
sucesion convergente tal que limy, 0o Sy = 1”?

Para calcular la suma de una sucesién geométrica con las condiciones anteriores se debe introducir
el siguiente codigo:

function G=ss=sg(a,r,n)

- if r~=1

= F=a*(l-r*n)/ (1-x):
else r=1;

- display('divergente'):

[T T S SV SR
|

- end

Como en los casos anteriores, en las lineas 1 a 3 se define la funcién y se establece la condicién
para calcular la suma de la sucesién. No obstante, en las tres lineas siguientes se plantea un
condicional adicional para el caso en el que r = 1, el cual hace que la suma de la sucesién sea
infinita, o divergente.

3. Marco Conceptual

La investigacion en la dindmica econémica ha experimentado una notable transformacién en las
dltimas décadas. Hoy en dia, en todos los campos de aplicacion de la economia, se tienen teorias
que tratan explicitamente con agentes econdmicos racionales que vivien a través del tiempo en
ambientes de aleatoriedad o estocéasticos.

Para este andlisis, un buen punto de partida es el modelo de crecimiento estocastico. Comenzando
con Kydland y Prescott| (1982), este marco conceptual se ha utilizado para la comprension de las
fluctuaciones en la economia global, ademds de que ha sido 1til para proporcionar una estructura
analitica para la evaluacién de politicas.

3.1. Descripciéon del modelo

Adda y Cooper| (2003) proponen un modelo de crecimiento estocastico que se basa en una
economia con hogares con un horizonte temporal infinito. Cada hogar consume un solo bien (c;),
e invierte el resto (i;). La inversién aumenta el stock de capital (k;) con un periodo de rezagd’|
Existe también una tasa (exdgena) a la cual se deprecia el capital, denotada por § € (0,1). Por
ahora, se asume que hay un solo bien el cual es producido cada periodo a partir de los factores
productivos capital y mano de obra. El capital es determinado por las decisiones de inversiéon en
el pasado, y la mano de obra por los hogares.

Las fluctuaciones en la economia son ocasionadas por choques al proceso productivo de los bienes.
Es decir, auges en la economia representan altos niveles de productividad ambos factores. Ante
esto, el planeador central responderd de manera 6ptima a estas variaciones en la productividad
ajustando la oferta de mano de obra de los hogares y las decisiones de ahorro. Desde luego, la
inversién es una decisién a futuro en tanto que el nuevo capital es durable y no es productivo
hasta el préximo periodo.

Formalmente, las preferencias de los hogares por el consumo (¢;) y el ocio (I¢) estan dadas por:

i Blu(ct,lr)
=0

7i.e. invertir hoy crea mds capital en el siguiente periodo

11
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donde el factor de descuento f € (0,1). Se asumira que la funcién u(c,!) es continuamente
diferenciable y estrictamente céncava. Por otro lado, los hogares se enfrentan a una restriccién en
todo momento del tiempo (t) de la forma:

1=1L+n
tal que la unica unidad de dotacion de tiempo debe ser repartida entre ocio y trabajo (1;).

El lado de la produccién de la economia estd representado por una funcién de produccién con
rendimientos constantes a escala. Dado que la escala no estd determinada como tal, se modelara
la economia como si hubiera una sola empresa competitiva que contrata la mano de obra de los
hogares y utiliza también su el capital en el proceso de produccién.

La funcién de produccién tal y como estd expresada es:
Y; = AF(Ky, Ny)

donde F(N, K) es una funcién creciente en ambos argumentos, posee retornos constantes a escala
y es estrictamente céncava. Las variaciones en la productividad, Ay, serdn la fuente de las fluctua-
ciones en esta economia. Se debe tener en cuenta que aqui las variables en maytsculas se refieren
a los agregados econémicos y las variables en mintiscula son las variables per cdpita de los hogares.

De manera andloga a la restricciéon que enfrentan los hogares, también existe también hay una
restriccién de recursos: la suma del consumo y la inversién no puede exceder de la producciéon
en cada periodo. Esto es:

i =C + I

3.2. Evolucién aleatoria del modelo en el tiempo: la ecuacién de Bellman

Para comenzar el andlisis de esta seccién, se debe suponer que el trabajo se suministra ineldstica-
mente en una unidad por hogar. Por esta razén se considerara que las preferencias de los hogares
son representadas por u(c). Esto de alguna manera permite centrarse en la dindmica del problema.

Para este caso, se usa el supuesto de los retornos constantes a escala de la funcién F(K, N) para
escribir el producto per cédpita (i) como una funcién estrictamente céncava del stock de capital
per capita (k¢):

]/t = AtF(Kt/N,l) = Atf<kt>

Como F(K,N) presenta retornos constantes a escala, f(k) serd estrictamente céncava. Asi, la
ecuacioén de Bellma para el modelo de crecimiento estocéstico con un horizonte temporal
infinito puede especificarse como

V(AK) = maxu(Af(k) + (1= 0)k = K') + BEy 4V (A K) 1)
para todo (A, k).

Un elemento importante de este modelo es el shock de productividad multiplicativo. A través de
la introduccién de este choque en la economia, el modelo se construye para capturar fluctuaciones
prociclicas de la productividad. Una pregunta importante es si las fluctuaciones en la produccién,
el empleo, el consumo, la inversién, etc., inducidos por estos choques, coinciden con lo que
realmente muestran los datos.

Para el andlisis cuantitativo del modelo, se parte de suponer que A es una variable acotada,
discreta y aleatoria, que sigue un proceso de Markov de primer orden. La matriz de transicién

8Para su planteamiento, la ecuacién de transicién al estado estacionario es k' = Af(k) + (1 — )k —c.
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estd dada por I1y esta es, implicitamente, usada en el valor esperado condicional de la ecuacién

Para el modelo de crecimiento, es importante asegurarse que el problema estd acotado. Para esto,
sea k que resuelve que:

k=ATf(k)+ (1—68)k )

donde A" es el mayor choque de productividad. Dado que el consumo no puede ser negativo,
entonces, a partir de la ecuaciéon de transicién, el k que resuelve esta expresién es la mayor
cantidad de capital que esta economia podria acumular. Ademads, dado que f (k) es estrictamente
céncava, existird entonces un tnico valor finito de k que satisface la ecuacién [2} Esto implica
entonces que el mayor nivel de consumo también es k: el mayor consumo posible se produce
cuando el stock de capital mas grande es consumido en un solo periodo. Esta es precisamente la

razén por la cual se puede acotar la utilidad a u(k).

Dado que el problema ha sido acotado, existe entonces una tnica funcién de valor V (A, k) que
resuelve la ecuacion I} Ademads, se sabe que hay una funcién politica dada por

K = ¢(A,k)

Es asi como se convierte en un objetivo clave analizar mds a fondo las propiedades de esta
solucion. Para subrayar otro punto importante, la funcién politica representa el puente entre el
problema de optimizacién y los datos. La misma funcién politica depende de los pardmetros
estructurales subyacentes y proporciona una relacién entre las variables, algunas de las cuales
son observables. Asf, el problema de la inferencia es realmente claro: ;qué es posible determinar
acerca de los pardmetros estructurales de las observaciones sobre la produccién, el capital, el
consumo, la produccién, etc.?

3.3. Lalinealizaciéon como una solucién al modelo

Si bien es posible determinar la solucién al modelo a través de otros mecanismosﬂ que no se
abordardn en este proyecto, para esta ocasién se proporcionard un método de solucién que
consiste en obtener una solucién a través de la linealizacién logaritmica.

Adda y Cooper| (2003) sostienen que la linealizacién logaritmica permite una aproximaciéon a
la caracterizacién de la solucién del modelo de crecimiento estocastico a través del analisis
de la restriccion de recursos que enfrenta la economia y la ecuacién de Euler. Esta tltima es
una condicién necesaria para el 6ptimo y se puede obtener directamente del planteamiento del
problema del planeador central. Alternativamente, utilizando la ecuacién de Bellman, la condicién
de primer orden para el planificador es

W (Af(k) + (1= 0)k — k') = PE g aVie (A", ) ®)

para todo (A, k). Dado que V(A, k) no es conocida, es posible resolver este problema para su
derivada. De la ecuacion [I} se tiene que

Vi(A k) = ' (e)[Af' (k) + (1= 9)]
Sustituyendo esta expresion en la ecuacion 3|y evaluandola en (A’, k') implica que
W (c) = BEaat () [A'f' (K) + (1 - 9)] (4)
donde
c=Af(k)+(1—6)k—K ®)

9La iteracién de la funci6n valor es una de las formas de solucionar el modelo apelando directamente al problema de
programacién dindmica.
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tal que ¢’ esta definida. Estas dos expresiones, junto con la evolucion de A en el tiempo (especifi-
cada a continuacién), definen un sistema de ecuaciones. Asi, es posible representar el modelo de
crecimiento 6ptimo como un sistema de ecuaciones estocasticas en diferencias de primer orden
en (¢, k,A).

Con el fin de caracterizar de una manera aproximada esta solucién, se hace necesario linealizar
esta condicion y la restriccion de recursos alrededor del estado estacionario, (c*, k*). Para hacerlo,
se centra el pardmetro de productividad, A, a su media, A. El valor de estado estacionario del
stock de capital debera entonces satisfacer que

1=BIAf(K") + (1= 9)] (6)

Ademas, en el estado estacionario k' = k = k*, de manera que el nivel de consumo en el estado
estacionario implica que

¢t = Af(k) — ok*

De acuerdo con Kydland et al. (1988), ¢, k; y A; denotan el porcentaje de desviaciones de estos
— * , .

valores en su estado estacionario. Entonces, por ejemplo, £; = . Se asume que en términos

de las desviaciones estdndar de la media los choques siguen un proceso autorregresivo de orden

uno

At+1 = PAt + €141
donde p € (0,1).

Por lo tanto, es posible reescribir la conditién de euler, ecuaciéon |4} como:

Eér = Eépq +vpAr +vxke ()
donde ¢ es la elasticidad de la utilidad marginal del consumo, { = % El pardmetro
v = BAf'(k*) equivale a 1 — (1 — J) en el estado estacionario. El pardmetro p es la correlacién
de la desviacién del choque del estado estacionario, y x = % es la elasticidad del producto

marginal del capital con respecto al capita]m

La restriccién de recursos, ecuacion 5, puede aproximarse por:

e 8)

R 1. ) A Sc
kiv1 = ki + Ap—
TR T a-5) T (1-80)

donde S, es la participacién del consumo en la produccién en el estado estacionario. Es decir, la
participacion del consumo S, es solo una funcién de pardmetros de la economia como tal.

Por ejemplo, para el caso de una funcién de produccién Cobb-Douglas, la ecuacion [6] puede
reescribirse como

1= Blaly”/k) + (1-6)]

donde y* es el nivel de produccién en el estado estacionario. Ya que el nivel de inversién en el
estado estacionario es i* = Jk*, la ecuacion anterior puede reescribirse como:

1=pBlad/(1-Sc)+(1-9)]
Resolviendo esta expresion,

_ pw
T1-p-9)

19Por ejemplo, si la funcién de produccién es Cobb-Douglas, donde « es la participacién del capital, entonces x es
simplemente (« — 1). De igual forma, v solo depende del factor de descuento y de la tasa de depreciacién del capital.

(1-5c)
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de manera que la participacién del consumo en la produccién en el estado estacionario puede
calcularse directamente a partir de los pardmetros dados.

Esta forma de solucionar el modelo de crecimiento estocéstico entrega un sistema logaritmicamen-
te linealizado, cuyos pardmetros son determinados por la especificacién dada de las preferencias,
la tecnologia y el el comportamiento como tal de la economia.

4. Metodologia

4.1. La Tecnologia de Produccién y la Estructura Financiera

Siguiendo la metodologia de Mendoza| (1991), se asume un modelo de equilibrio general en el
que se produce un bien internacionalmente transable de acuerdo a la siguiente tecnologia de
produccién:

GlKy LiKesa) = explekiLt * = () (ki K ©)
donde 0 < & <1y ¢ > 0.Se define L; y K como el stock de trabajo y capital en ¢, respectivamente.
En esta expresion, el término K¥L!™* es una funcién de produccién Cobb-Douglas que representa
el producto interno bruto (PIB), e; es un choque exégeno que sigue un proceso estocastico que
serd descrito posteriormente, y (¢/2)(K;41 — K;)? es el costo de ajuste del stock de capital como
funcién de la inversién neta. Intuitivamente puede justificarse la existencia de los costos de ajuste
del capital en tanto que si a los agentes en una economia les resulta costoso ajustar o cambiar su
capital periodo a periodo, se pueden evitar los excesos en la inversién dada la volatilidad de la
tasa de interés real.

Dado que el PIB es un bien transable, ¢; captura el efecto de las fluctuaciones en los términos de
intercambio, tal como lo asegura |Greenwood| (1983). Al respecto, McCallum| (1989) sefiala que
es importante tener en cuenta las perturbaciones en los términos de intercambio en tanto que
éstas constituyen choques reales que son mas faciles de medir que los mismos cambios en la
productividad, ademads de que su rol en las fluctuaciones econémicas es comunmente aceptado.

La ecuacién de movimiento del capital doméstico esta dada por
Kip1 = (1=0)Ke + It (10)

donde I; es la inversion bruta y 6 € [0,1] es la tasa de depreciacion.

Los agentes en esta economia tienen también acceso a un mercado internacional perfectamente
competitivo de capitales en el cual los activos financieros extranjeros, A, por los que ellos pagan
o cargan una tasa de interés real r* son intercambiados con el resto del mundo. El valor de estos
activos corresponde a

A1 = TBi + A¢[1 + " exp(ny)] (11)

donde TB; es la balanza comercial y #; es una perturbacién aleatoria que afecta la tasa de interés
real mundial.

Como [Mendoza| (1991) lo afirma, se debe resaltar que implicitamente esta estructura financiera
asume que los extranjeros no poseen capital doméstico, aunque para los agentes domésticos sea
posible pedir prestado al mercado mundial de capitales para financiar proyectos de inversion.

La restriccion de recursos agregada para esta economia implica que la suma del consumo (C¢), la
inversion, y la balanza comercial no puede exceder producto interno bruto neto con costos de

ajuste:

Ci+ I + TB; < exp(e;)KELI™ — (%)(Kt+1 —K;)? (12)
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Con esta configuracién de los costos de ajuste, el costo de cambio del stock de capital en un
monto fijo aumenta con la velocidad del ajuste deseado, incentivando a los agentes a llevar a cabo
los cambios en sus planes de inversién de manera gradual. Esto le permite al modelo producir
fluctuaciones en el precio relativo de la inversion y los bienes de consumo, la cual estd dada por
la siguiente tasa marginal de sustitucion técnica:

qt = TMSTIth =1+ (P(It — (SKt)

4.2. Las Preferencias de los Agentes

La economia estd compuesta por individuos idénticos, que viven infinitamente y que determinan
su consumo C; y su oferta laboral L;, de manera intertemporal, con el fin de maximizar su utilidad
cardinal estacionaria:

00 t—1
E [Z {(Ct — G(Ly)) x exp (— Y v(Cr - G(er))> H (13)
t=0 =0

De la expresion anterior pueden diferenciarse las funciones de utilidad instantanea e intertempo-
ral:

[Ct — Lﬁdriw -1

w

u(Cr — G(Ly)) = y>1, w>1 (14)

1—7

w

v(Cr — G(Ly)) = BIn (1 +Ci— Lq‘)) B>0 (15)

donde 7t denota la probabilidad de transicién intertemporal. Mds adelante se detallard sobre esta
probabilidad.
Siempre que B < 7, estas dos funciones satisfacen las siguientes condiciones:

u()<o  W()>0 u(0)=oc0 (16)
In(—u(.)) convexa
v()>0 J()>0 V'()<o0

u(.)exp (v(.)) no creciente

Por un lado, la forma funcional de estas preferencias cuenta con una tasa de descuento endégena,
exp [v(.)], que aumenta con el nivel del consumo pasado. En esta economia, los agentes que
deseen reasignar su consumo enfrentan intertemporalmente no sélo el efecto de un cambio
instantdneo en su utilidad marginal, sino también un “efecto de impaciencia” por el cual un
aumento en el consumo actual reduce el peso subjetivo asignado a todos los futuros beneficios
del consumo. De acuerdo con (Greenwood y Gomme| (1990), a medida que la tasa de descuento
varie, es probable que el efecto de impaciencia altere la elasticidad intertemporal del consumo.

Por otro lado, la forma funcional de estas preferencias estd definida en términos de un bien
compuesto dado por el consumo menos la desutilidad del trabajo. Por esta razoén, la tasa marginal
de sustitucién entre el consumo y el trabajo depende solo de éste tltimo, y por tanto el empleo se
vuelve independiente de la dindmica del consumo. Esta simplificacién facilita la simulacién y
calibracién numérica, permitiendo que el modelo se centre explicitamente en la interaccién de los
activos extranjeros y el capital nacional como modos alternativos de ahorro, a costa de eliminar el
efecto renta sobre la oferta de trabajo.
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4.3. El Problema Dindmico: Una Solucién al Modelo CER

La naturaleza temporal de la utilidad cardinal estacionaria, junto con la estructura estocastica
simplificada descrita mas adelante, implica que las reglas 6ptimas de decisién que caracterizan
el equilibrio estocastico para esta economia pueden obtenerse resolviendo la siguiente ecuacién
funcional:

fw 1—y
(Ct — ﬁ) -1 tw
V(Ky, A, AY) = méx +exp [—BIn|1+C— L (17)
1—9 w
4
X lz s V(Ke +1, A + 1, Afﬂ)] }
r=1

con respecto a Ct, Ky41, y As11 ¥ sujeto a

Ct = exp(en) KLy — (%)(Km — Ki)? = Kipq + Ke(1 = 0) + [1 47" exp(m) | At — A

. L
Ly = argméx {exp(et)K?‘L}_”‘ - at]} Ki>0, L>0, C;>0.

(Lt)

La estructura estocastica del problema se simplifica asumiendo que las perturbaciones siguen
un proceso de Markov. La tasa de interés y los choques de productividad tienen dos posibles
realizaciones cada uno, de manera que en cada periodo la economia experimenta uno de cuatro
posibles estados de la naturaleza de A;:

ArEAN= {(el,nl), (el,nz), (32, nl), (62, nz)} (18)

La probabilidad de pasar del estado actual Aj = (n},e}) al estado Aj, | = (n},q,el ;) en el
siguiente periodo se denota como 7, para x,i = 1,2 y s,r = 1,4. Estas probabilidades de

transicién estdn dadas por la regla de "persistencia:
er = (1 —0)IL0ps, (19)

En esta expresion, 8 es un pardmetro que regula la persistencia de e y n, 11, es la probabilidad
de largo plazo del estado A, y pss = 1 sis = r y 0 en caso contrario. Estas probabilidades
de transicién satisfacen las propiedades de que 0 < 715, < 1y 751 + 7o + 73 + 7Ta = 1 para
s,r=1,4.

MENDOZA (1991) afirma que esta estructura estocéstica se simplifica atin mds considerando
de manera arbitraria las siguientes condiciones de simetria: I1(e!, n!) = I1(e?,n?) = I1(e!, n?) =
[1(e?,n') = 0,511, ¢! = —e?> = ¢, y n' = —n? = n. Estas condiciones facilitan el analisis numéri-
co al restringir el conjunto de pardmetros que se especifican y relaciondndolos explicitamente a
los momentos estadisticos que caracterizan a los choques. En particular, las desviaciones estdndar
asintéticas de los choques a los términos de intercambio y a la tasa de interés estan dadas por
0. = ey oy = n, respectivamente; su autocorrelacién serial de primer orden estd dada por
pe = pn = p = 411 — 1; y su coeficiente de correlacién contemporanea es p.,; = 6. Por lo tanto,
los procesos estocasticos de las dos perturbaciones se determinan completamente mediante la
asignacién de valores a los pardmetros ¢, n, 11, y 6.

4.4. Valores de los Parametros y Calibracién

Para resolver el modelo, deben asignarse valores a los pardmetros e, 0y, p, Pen, &, 7%, 7, 9, w,
B, v ¢ que caracterizan los choques estocdsticos, las pareferencias de los agentes y la tecnologia
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para esta economia. El modelo es parametrizado con valores que son consistentes con algunas
de las regularidades empiricas que reflejan estudios anteriores sobre pequefias economias abiertas.

Los valores de los pardmetros o, y p se fijan para imitar la variabilidad y la autocorrelacién de
primer orden del PIB, y ¢;; y pe se fijan de acuerdo a diferentes valores con el fin de explorar la
sensibilidad del modelo a las perturbaciones nacionales e internacionales. Por su parte, los valores
de los pardmetros a (participacion del caital en el producto), r* (tasa de interés real mundial),
v (coeficiente de aversion relativo al riesgo), J (tasa de depreciacién), w (1 mas el inverso de la
elasticidad de sustitucién intertemporal de la oferta de trabajo), y B (elasticidad del consumo de
la tasa de preferencia temporal) son seleccionado usando los datos actuales y las restricciones
impuestas por la estructura del modelo, y también considerando algunas estimaciones de cierta
literatura empirica relevante. Estos pardmetros se fijan como sigue:

a=0, " =0, vy=1 6
0,32 =004 1,001 6 2 (20)

6=01 w = 1,455 B =011

El valor de « es igual a 1 menos el promedio del ratio entre los ingresos laborales y los ingresos
totales, segiin los precios de los factores. La tasa de interés mundial, #*, es fijada de acuerdo a
los valores que sugieren Kydland y Prescott| (1982) y Prescott| (1986) para la tasa de interés real
de la economia de Estados Unidos. El pardmetro 7y toma dos valores diferentes en un intento de
evitar la controversia en torno a las estimaciones puntuales, teniendo en cuenta las sugerencias
de PRESCOTT (1986). El valor que se le asigna a la tasa de depreciacién es el cominmente usado
en la literatura de los ciclos econémicos reales. El valor de <y estd en el largo de las estimaciones
de Heckman y MaCurdy| (1980) y MaCurdy| (1981) obtenidas para la elasticidad de sustitucién
intertemporal del trabajo. El valor que se fijé permite al modelo imitar muy de cerca los resultados
de la variabilidad del trabajo de acuerdo a la evidencia empirica. Dados los otros parametros, 8 es
determinado por la condicién del estado estacionario que iguala la tasa de preferencia temporal
(o factor de descuento) con 1/(1 + ).

El valor del pardametro que captura el costo de ajuste del capital, ¢, depende en principio de si
la simulacién considera o no los costos de ajuste. Dado que los costos de ajuste se introducen
para moderar la variabilidad de la acumulacién de capital, siempre que ¢ # 0 el pardmetro se
fija para imitar el porcentaje de la desviacion estandar de la inversién. El rango a considerar es
0,023 < ¢ < 0,028, consistente con los hallazgos de |Craine| (1975) para la economia de EEUU.

5. Resultados

Los resultados de la tabla 1 son con base en la metodologia propuesta anteriormente, y en valores
de los pardmetros consistentes con la revisién de literatura. Aqui se exponen resutados de las
calibraciones para una pequefia economia abierta que sigue los lineamientos del modelo de ciclos
econdmicos reales. Para el modelo base de contraste, se supone entonces una pequefia economia
cerrada en la que existen costos de ajuste del capital, y una tasa de depreciacién consistente con
el valor comtinmente usado en la literatura de ciclos econémicos reales, con el cual el modelo
genera el mismo ratio I[EN/PIB, tal como se observa en los resultados.

Para el primer caso de simulacién, como en la mayoria de modelos de economias cerradas, si
bien existe un costo de ajuste al capital que permanece constante, las perturbaciones exégenas
s6lo afectan productividad doméstica.

En los modelos de ciclos econémicos reales para economias cerradas la inversién no es volatil
dado que las decisiones de ahorro e inversiéon son exactamente las mismas. Por esta razén, la
inversién responde al deseo de los individuos de suavizar y sustituir el consumo a lo largo del
tiempo. En contraste, si se supone el ambiente de en una pequefia economia abierta como la en
consideracién, el suavizamiento del consumo se da a través de la cuenta corriente, mientras que
la sustitucién de éste no sucede dado que la tasa de interés se determina exégenamente, y por
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tanto el precio del capital se sittia en la tasa de interés real, r*.

Cuadro 1: Momentos Estadisticos de la Simulacion de los Modelos

Benchmark Model Simulacién I Simulacién 11
6=01,¢=0,028 6 =10,0999, ¢ =0,028 6=01,¢=0,025
Variable (x =) Stock EE  py Oy Stock EE  puy Oy Stock EE  py Oy
PIB 1.49 149 2.68 1.49 149 267 1.49 1.49 2.70
Consumo 1.12 112 229 1.12 112 229 1.12 112 229
Capital 3.40 340 4.35 3.40 340 440 3.40 340 440
Trabajo 1.01 1.01 053 1.01 1.01 054 1.00 1.00 0.54
IEN -0.59 -0.59  20.67 -0.60 -0.61 20.58 -0.59 -0.59 20.61
IEN/PIB -0.40 -0.40 - -0.40 -0.40 - -0.40 -0.40 -

La inversion para este modelo de economia abierta se simula como la Inversion Extranjera Neta (IEN).
Para cada variable x, oy es el porcentaje de desviacién estandar.

El contraste de los resultados de la simulacién I con respecto al benchmark model, en el que la
evolucién de las perturbaciones de productividad se conoce con certeza (se conocen los costos
de ajuste del capital), ofrece una clara ilustracién de las fuerzas que rigen el comportamiento
de la inversién tras una disminucién de la tasa de depreciacién. Sin incertidumbre, las personas
invierten de manera 6ptima igualando los rendimientos marginales pagados sobre el capital y los
activos extranjeros exactamente en cada periodo:

exp (er1)Fi(Ky1, Lip1) =6 =1 (21)

Figura 3: Densidad de la probabilidad marginal para el capital y los activos extranjeros en el Base Model.

0.015 5

0.01 ~

Ciertamente esto puede explicar la invariabilidad del consumo tras la reduccién de la tasa de
depreciacién,tal y como se muestra en el cuadro (1} donde la desviacién estandar del consumo tras
la reduccién en la tasa de depreciacién permanece constante. Adicional a esto, la disminucién
de 9 puntos porcentuales en la desviacién estdndar de la inversién trajo consigo una reduccién
del stock de la inversién en el estado estacionario. La intuicién detrds de esto es que cuando
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el capital se deprecia con una menor tasa, basicamente se puede acumular mds y por ende
debe invertir menos, tal como lo muestra el stock de inversion en el estado estacionario. Estos
resultados son consistentes con la evidencia empirica y no con lo que predice el modelo bésico de
ciclos econémicos reales en el sentido de que al ser constante la tasa de ahorro, implicaria que
el consumo y la inversion son igual de volatiles, pero este resultado no es coherente con lo que
muestra este modelo en el que la inversién es mucho més volatil que el consumo.

Figura 4: Densidad de la probabilidad marginal para el capital y los activos extranjeros en la simulacién I

0.015 ~

0.01 ~

PKA

0.005 ~

Por otro lado, de acuerdo con (1991), analizar la extension del benchmark model en
un entorno en el que es menos costoso ajustar el capital fisico cumple el objetivo de introducir
fricciones en el mecanismo de inversién, sin introducir imperfecciones en los mercados financieros
o la imposicién de controles sobre los flujos financieros internacionales. Este objetivo es congruente
con la evidencia de[Dooley et al.|(1987), la cual sugiere que, a pesar de que los mercados financieros
pueden estar totalmente integrados, el capital fisico puede no ser perfectamente mévil.

Figura 5: Densidad de la probabilidad marginal para el capital y los activos extranjeros en la simulacién 11
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Un resultado consistente con lo que muestra la figura 5, y el porcentaje de la desviacién estandar
para el capital en la simulacién II es que pequefios costos de ajuste hacen los individuos puedan
alterar el stock de capital mds rapido. Esto es asi en tanto que cuanto menor sea el costo de
ajustar el capital periodo a perfodo, méas volatil serd el capital dado que los agentes van a preferir
suavizar su consumo a como dé lugar (no se presenta volatilidad en el consumo).

Retomando lo anteriormente dicho, la incorporacién de costos de ajuste del capital permite que
varie el precio relativo de los bienes de inversién y consumo, determinado por la tasa marginal
de sutitucion entre ambos. De manera que si los ajustes en el capital son minimos alrededor del
equilibrio estacionario (segtn los resultados del cuadro 1 son el mismo para el consumo y la
inversién), el valor esperado de g; es casi 1.

6. Conclusiones

Este proyecto traté de extender la teoria de los ciclos econdmicos reales a través del método de
calibraciéon en MATLAB, tomando como punto de partida unos ejercicios basicos en MATLAB y
el modelo basico de crecimiento estocastico. Para este caso, se estudié el comportamiento de las
variables de la demanda y la oferta agregada.

El modelo fue parametrizado y simulado bajo dos escenarios distintos: 1) una reduccién en la
tasa de depreciacién del capital, ; y 2) una disminucién en los costos de ajuste del capital. Ambas
simulaciones mostraron resultados consistentes con la evidencia empirica y hechos estilizados.
Por ejemplo, tras una reduccién en los costos de ajuste, el modelo exagera la variabilidad en la
inversién porque alterar el capital periodo a periodo es muy facil (menos costoso). Por otro lado,
se verifica empiricamente que cuando el capital se deprecia con una menor tasa, basicamente se
puede acumular mds y por ende debe invertir menos, tal como lo muestra el stock de inversién
en el estado estacionario.

Finalmente, con esta economia artificial y los métodos numéricos que se emplearon se puede
explorar cuantitativamente los efectos de politicas econémicas tales como la consideracion de
politicas para reducir el desempleo (a través de controles y racionamientos al capital con objetivos
redistributivos), politicas encaminadas a atenuar la incertidumbre en la economia, entre otras,
que bien han sido objeto de estudio en los tltimos afios. Para esto, solo es necesario aproximar
los pardmetros del modelo a valores que simulen estas situaciones, siendo consistentes con la
evidencia empirica de trabajos anteriores.
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