tendimiento, el desarrollo econémico y
de su infraestructura, obtencién de in-
version extranjera, ampliacién de los
mercados, profundizacién del desarrollo
industrial y tecnolégico de la regién den-
tro de un gran mercado integrado.

PROYECTO
ICESI-UNIVERSIDAD DE MIAMI

Durante el encuentro realizado en Mia-
mi, con la participacion de universida-
des latinoamericanas y norteamerica-
nas, surgio la necesidad de plantearse
una agenda que permitiera establecer
una nueva relacion entre los Estados
Unidos y América Latina.

El ICES| asisti6 a esta reunion en repre-
sentacion de Colombia, acompanado
por la Universidad de los Andes. La Uni-
versidad ha venido internacionalizando-
Se en respuesta a las necesidades iden-
tificadas por el sector empresarial de la
region, a mediados de los anos 80, lo
que llevé a desarrollar programas de
Gerencia Internacional. Se hacia evi-
dente la necesidad de establecer un
proyecto de investigacion aplicada que
evaluara el impacto de la internaciona-
lizacién de nuestra economia sobre el
sector productivo. Esta oportunidad se
presento con la propuesta hecha por la
Universidad de investigar las conse-
cuencias de un acuerdo de libre comer-
cio entre Colombia y el grupo norteame-
ricano, de tal forma que ambos gobier-
nos dispongan de un analisis técnico
que evalie los aspectos positivos y ne-
gativos de dicho acuerdo.

ICESI

Con este propésito, el ICES| y la Univer-
sidad de Miami han iniciado el proyecto
que establecera las bases de negocia-
cion de este acuerdo, estudiando los as-
pectos macroecondémicos y los impac-
tos sectoriales en las economias de am-
bos paises.

Las evaluaciones previas parecen indi-
car que va a ser necesario introducir
importantes cambios a la estructura pro-
ductiva, las leyes de propiedad intelec-
tual y las regulaciones de preservacion
del medio ambiente en Colombia. Igual-
mente parece evidente que los Estados
Unidos tendran que desmontar sus me-
canismos proteccionistas y subsidios a
la agricultura. Sea cual fuere el resulta-
do de la investigacion en términos gene-
rales, es posible especular que las cifras
finales en generacién de comercio, em-
pleo, desarrollo industrial y tecnolégico
e infraestructura, entre otros, seran po-
sitivos para las partes involucradas:
NAFTA - Colombia. Esto parece estar
respaldado por la teoria econdmica or-
todoxa.

CONCLUSION

Este ejercicio de reflexion con el sector
privado de ambos paises, protagonistas
principales en este caso, sera positivo
y revelador y pondra a prueba las hipo-
tesis sobe apertura, reconversién tecno-
I6gica y desarrollo de nuevos mercados.
Dependiendo de estos resultados y de
las decisiones que tomen los respectivos
gobiernos, es muy probable que parael
siglo XXI, o sea dentro de ocho afios.
Colombia se encuentre en un mercado
libre de 430 millones de consumidores.
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INTRODUCCION

El objetivo de este documento es pre-
sentar dos aproximaciones generales a
la axiomatizacion de clases y conjuntos.
De una parte, la aproximacion matema-
tica, mostrando el origen, evolucion y
desarroilo de l|a teoria matematica de
clases y conjuntos, sin formular comple-
tamente el desarrollo axiomatico, solo
mostrando los conceptos basicos y Fas
crisis generadas por ellos y la solucion
mas usualmente aceptada. Por otra par-
te, la aproximacion dada por el paradig-
ma orientado a objetos, siguiendo espe-
cialmente la linea marcada por el len-
guaje smalltalk-80.

La idea es mostrar las dos aproxima_c_no-
nes desde una perspectiva mas intuitiva
que formal, sin sefnalar los desgrrollos
axiomaticos explicitos o implicitos de
ambas aproximaciones, dado que el ob-

jetivo fundamental es compararias;-es-—

tableciendo sus similaridades y diferen-
cias, y pensando especialmente en su
viabilidad a la hora de una implantacion
practica. En resumen, se pre(enqe pre-
sentar un material basico que sirva de
ayuda en la toma de decisiones sobre
la filosofia y formalizacion a realizar
acerca de los fundamentos de un mode-
lo de conocimiento orientado a objetos.

Una vez tomada una decision al respec-
to, se podra trabajar entonces en un de-
sarrollo axiomatico completo.

1. CLASES Y CONJUNTOS
EN LA MATEMATICA
En una serie de publicaciones inicia-
das en 1874, el matemdtico George
Cantor, desarrollé una teoria gerieral de
conjuntos muy intuitiva.

La pseudo-definicion de conjunto dada
—por-Eantor-es-muy vaga: “Ur Cohjunto
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€s una coleccion de objetos bien defini-
dos de nuestra intuicion o pensamien-
to".

El primer intento de axiomatizar la intui-
tiva teoria de conjuntos de Cantor se
debe a George Frege en 1893 a 1 903.

El sistema axiomatico de Frege utiliza
dos constantes primitivas (no definidas)
que son "="y “¢”. La primera de ellas
(la igualdad) se usa en el sentido de
identidad logica; “1 + 1 = 2" significara
que "1 + 1"y “2” son nombres del mis-
mo objeto. Ademas de los axiomas
usuales de la igualdad se admite una
regla de sustitucién sin restricciones: en
particular el resultado de cambiar un
teorema reemplazando un objeto por su
igual es de nuevo un teorema.

La otra constante, “¢", se lee “es miem-
bro de” o “pertenece a”.

El elemento fundamental del sistema de
Frege es el llamado axioma de abstrac-
cién (también llamado de comprension
y clasificacion), el cual asevera la exis-
tencia, para cualquier propiedad dada,
de un conjunto cuyos miembros son pre-
cisamente esos objetos que tienen la
propiedad. Formaimente:

AXIOMA DE ABSTRACCION
(FREGE 1.893)

Jy Vx (x€y < D(x)) en donde J(x))
es cualquier férmula en la cual la varia-
ble y no es libre.

El axioma de abstraccién es un axioma
esquema, es decir, no es una sola sen-
tencia sino un conjunto infinito de sen-
tencias variando & sobre todas las f6r-
mulas. Cualquier sentencia simple obte-
nida escogiendo una formula particular
para &, se dice que es una “instancia”
del axioma esquema, y es también lla-
mada “un axioma de abstraccion”.

El segundo axioma fundamental del sis-
tema de Frege es el axioma de exten-
sion que simplemente dice que dos con-
juntos son iguales si y sélo si tienen los
mismos miembros, o en otros términos,
si y sélo si todo miembro de uno es
miembro del otro. Formalmente:
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AXIOMA DE-EXTENSION
(FREGE 1893)

VUx (x€y «» x€z) S y=»

Ahora lo esencial es la cuestion de en-
contrar o construir los conjuntos. Desea-
Mos que cualquier coleccion de objetos,
sea lo que sea (por ejemplo conjuntos)
Sea un conjunto. En otras palabras, el
principal acto de generacion de la teoria
de conjuntos es que los objetos son co-
leccionados para formar un conjunto, el
cual es a su vez un objeto que puede
ser coleccionado en un nuevo conjunto.

Sin embargo, no toda coleccién de ob-
jetos que satisfaga el axioma de abs-
traccion de Frege es un conjunto, en
otras palabras, no toda coleccion de ob-
jetos que pueda ser especificada en un
lenguaje formal puede ser coleccionada
para formar un “nuevo” conjunto.

El axioma de abstraccion no es consis-
tente, es decir, conduce a contradiccio-
nes. Una de las primeras y ciertamente
la mas simple fue descubierta por Ber-
trand Russell en 1903,

Russell razon6é como sigue. Dado un
conjunto s y un objeto x, las reglas de
la logica dictan que 6 x es un miembro
de s 6 x no es un miembro de s. En
particular, un conjunto s 6 es miembro

de si mismo o no es miembro de si
mismo.

Russell consideré el conjunto R que
consta de todos los conjuntos que no
son miembros de si mismos. Un conjun-
tospedenecaaksiysélosi S no es
miembro de s. La pregunta es: ;Es R
un miembro de si mismo? Si R es un
miembro de R, entonces por definicién
de R, R no es un miembro de R. Sin
embargo, si R no es un miembro de R,
entonces a su vez, por la definicion de
R, R es un miembro de R. Por lo tanto
R es un miembro de R si y solo si R no
es un miembro de R; jlo cual es una
contradiccioén!

Formalmente:

TEOREMA
(paradoja de Russell, Russell 1903).

13y Vx (x€y « x¥€x).

Demostracion (por reduccion ai al;sur-
do): Supongamos que y es un conjunto
tal que  V¥x(x€y « x¢x), entonces,
puesto que se mantiene para todo x se
mantiene en particular para y, por lo tan-
to yé€y <« y€y, lo cual es una

contradiccion.

Como consecuencia de la paradoja de
Russell, no podemos asegurar que,
dada una formula &, existe un con-
junto y tal que Vx(x€y+ B(x)).
Sin embargo, por el axioma de exten-
sion podemos garantizar que si existe,
es unico:

PROPOSICION

Si existe un y tal que ¥x (x€y + D(x))
entonces y es Unico.

Demostracion: Supongamos que la!m-
bién existe un y' tal que  Vx (x€y' «

#(x)), entonces Vx(x€y'+> x€y),
y por el axioma de extension, y' = y.
La aparicion de paradojas como la de
Russell, condujo a los matematicos a
una busqueda de una fundamentacion
rigurosa de la teoria de conjuntos. Va-
rios sistemas axiomaticos fueron pro-
puestos, los cuales pueden ser clasifica-
dos en dos categorias de acuerdo con
la forma en que ellos resuelven las difi-
cultades creadas por el axioma de abs-
traccion. La primera es debida a E. Zaf-
melo, A.A. Fraenkel, y T. Skolem y ba-
sicamente establece que una propiedad
dada determina solamente el conjunto
de esos objetos que tienen la propleda_xd
y que también son miembros de algun
conjunto del que se sabe que existe.
Asi que el sistema Zermelo-Frenkel-
Skolem simplemente prohibe la forma-
cion de colecciones tan grandes como
la colecciéon R de Russell. Esta aproxi-
macion que podriamos llamar de “limita-
cién de tamano”, fue formulada primero
por Russell en 1903 en su teoria de
Tipos.

De acuerdo con este punto de vista, el
axioma de abstraccion es basicamente

falso, puesto que representa un mero
acto “mental” de coleccionar elementos
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que satisfacen una sentencia. Es decir,
desde esta perspectiva, para especifi-
car un conjunto no es suficiente con pro-
nunciar algunas palabras magicas (las
cuales pueden formar una sentencia
como "xgx”); es necesario también
tener a la mano un conjunto a cuyos
elementos aplicarle las palabras magi-
cas.

El axioma de abstraccion es reemplaza-
do por el siguiente axioma:

AXIOMA DE ESPECIFICACION

A todo conjunto A y a toda condicion
(%) les corresponde un conjunto B cu-
yos elementos son exactamente los ele-
mentos de A que satisfacen &(x)

Para indicar que B es obtenido de A y
Z(x) se acostumbra escribir,

B={x€A / D(x)}. Obviamente la con-
dicion J(x) es una formula o senten-~

cia de la logica.

En esta primera categoria el axioma de
Extensién se mantiene, lo que permite
establecer que el conjunto B es unico.

Sea B = {x€A/x¢x},
(%) entonces, para todo y,
y€Bsi y solo si (yEA A y€y).

(BEA?SI BEA, entonces 6 BEB tam-

bién 6 BE¢B. Si BEB entonces por (%),
laasuncion de que B€ A produce B¢B
lo cual es una contradiccion. Si B¢B
entonces por (¥%), la asuncién de que
B€A produce B€B lo cual es una con-
tradiccion.

En conclusion, es imposible queBGAlp
cual trae como consecuencia la impc_)5|-
bilidad de que se cree una coleccién
como la de Russell. Un ejemplo de teo-
ria axiomatica de conjuntos de este es-
tilo se encuentra en HALMOS ®

La segunda categoria se debe esencial-
mente a J. Von Neumann, P. Bern_ays.
y K. Godel. En esta categoria se sigue
creyendo en el axioma de abstraocgon.
pero se introducen algunos cambios.
Aqui la nocion primitiva corresponde a
la idea intuitiva de una coleccion de ob-
jetos, que se denomina clase. Los axio-
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mas especifican el comportamiento de
las clases.

Un conjunto es por definicion una clase
que es miembro de alguna clase. Para
una propiedad dada, se garantiza la
existencia de una clase cuyos miembros
son exactamente esas clases que son
realmente conjuntos y que tienen la pro-
piedad. Asi la coleccion de Russell se
convierte en una clase que no es un
conjunto.

De esta manera es ventajoso ser capaz
de hablar acerca de colecciones como
si fueran conjuntos aun sabiendo que,
como resultado de la paradoja de Rus-
sell, no todas son conjuntos. Esta forma
uniforme de hablar acerca de conjuntos
y colecciones tiene también la siguiente
ventaja. A menudo hablamos de colec-
ciones sin saber si son conjuntos o no.
Hablar acerca de ellas en la misma for-
ma que hablamos de los conjuntos pone
lo que decimos acerca de ellas en una
forma que conserva su conveniencia
aungue las colecciones puedan resultar
ser conjuntos.

La idea de usar clases en la teoria de
conjuntos estaba implicita en Cantor
(1899) y fue formulada primero por Rus-
sell (1906).

Los sistemas actuales son derivaciones
del sistema Von Neumann-Bernays-
Godel y estan basados en los trabajos
de Morse, Kelley, Quine. Ejemplos de
dichos sistemas axiomaticos se pueden
encontrar en Kelley®, Eisenberg®, Levy’.
En general estos sistemas axiomaticos
adoptan como lenguaje formal el calculo
de predicados de primer orden al que
se le anaden los simbolos “=", “¢" y
“{.../...}". Los dos primeros ya los
mencionamos, y el tercero que se lee
“la clase de todos los... tales que..." es
el clasificador. De esta manera una co-
leccion general especificable mediante
el lenguaje, que puede o no ser un con-
junto, sera llamada una clase.

Una clase esta dada por una férmula
@(x) como la clase de todos los objetos
x para los cuales @(x) es verdad. Tal

clase sera denotada por {X/@(x)}.
ICES] TSmO SR

Obviamente los conjuntos son clases.
de hecho, el conjunto y es la clase
{x/x€y}. Podemos clasificar las clases
en conjuntos y en clases propias (ague-
llas que no son conjuntos). Estos siste-
mas utilizan entonces una version mas
fuerte del axioma de abstraccion de Fre-
ge, debida a A.P. Morse y W.V.O.
Quine:

AXIOMA ESQUEMA
DE ABSTRACCION (MORSE-QUINE):

Un objeto matematico “a” pertenece a
la clase {x/@(x)) siy solo si la proposi-
cion @i(a) es verdadera y, ademas, “a”
es un conjunto.

Este axioma caracteriza la perienencia,
no la define. Este axioma implica que
los unicos objetos matematicos que
pueden ser elementos de una clase son
los conjuntos.

Un axioma de extension similar al de
Frege se anuncia para clases.

Es interesante observar que la existen-
cia de conjuntos no es demostrable so-
bre la base de los axiomas de abstrac-
cion y extension, pero sin embargo se
resuelve la paradoja de Russell:

Definicion: La clase de Russell, deno-
tada por R, se define como {x/x¢€x}.
Asi que de acuerdo con el axioma de
abstraccion, x€R+»x es un conjunto
A X€x.

La consecuencia inmediata es:

TEOREMA
La clase de Russell R no es un conjunto.

Demostracién: Supongamos que R es
un conjunto. Obviamente REROGRER,
SiRZR, entonces R es un conjunto y
R¢ZR.asi que R¢R por definicion de R.
Si RER, entonces puesto que ningun
elemento de R pertenece a si mismo,
RéR.

Asi que RER si y solo si R€R,lo cual
es una contradiccion, por lo tanto R no
es un conjunto.

Obsérvese que si el axioma de abs-
traccion no contuviera la calificacion “es
un conjunto”, resultaria una contradic-
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cion inmediata: R€R si R¢R conse-
cuencia importante del teorema anterior
es que la clase de todos los conjuntos,
denotada por U (se le llama universo)
y definida como {x/x=x} no es un con-
junto, es una clase propia. En las tres
referencias anteriores se puede encon-
trar la demostracion de que U=R.
Por lo tanto el “universo” no es un objeto,
es simplemente un “universo del discur-
s0", es decir, una coleccion de todos los
objetos que intervienen en una discu-
sion particular,

2. CLASES Y METACLASES
EN SMALLTALK- 80
El concepto de clase inventado por Si-
mula y re-implantado por Smalltalk- 80
es usado para expresar el comporta-
miento de un conjunto de objetos los
que comparten las mismas operaciones
semanticas sobre los mismos atributos.

Una clase contiene la descripcion de
sus objetos, describiendo su estructura
(através de las instancias) y su compor-
tamiento (a través de los métodos per-
tenecientes a las instancias). Los obje-
tos son instancias de las clases.

La clase “Object” es la raiz de todas las
clases y por lo tanto todo objeto es una
instancia de Objetc y toda clase es una
subclase de Object. Las clases se com-
portan como objetos, éstas tienen esta-
dos y uno les envia mensajes, los que
son implantados a través de métodos
asociados con la clase. Por lo tanto cada
clase en smalltalk es una instancia de

otra clase asociada con ella, la metacla-
se de la clase. Cada clase es la ﬁniga
instancia de su metaclase y la jerarquia
de metaclases es paralela a lajerarquia
de clases.

El tema esta completamente desarrolla-
do en Goldberg y Robson,* nosotros
presentaremos a continuacion un resu-
men basado en Cointe.'

Resumen:

1. Todo objeto es una instancia de “Ob-
ject” y toda clase es una subclase
de Object. La metaclase de Object
es “Object Class”. Object Class es
una subclase de “Class”, la clase de
todas las clases, sin embargo Object
Class no tiene una metaclase.

2. Ademas de las dos clases genéricas
Object y Class, existe la clase “Point”
que es la clase de todos los puntos
u objetos atomicos.

“Class Class” y “Point Class” son las
respectivas metaclases de Class y
Point.

3. Toda metaclase es una subclase de
Class. La metaclase Class Class es
una subclase de Object Class, es ella
misma una subclase de Class y por
lo tanto es transitivamente una sub-
clase de si misma.

4. Todas las metaclases son instancias
de “Metaclass”. La metaclase de Me-
taclass es “Metaclass Class”, la cual
es una subclase de Class.

Esperamos que la siguiente figura sirva
para aclarar lo anterior.

METACLASS CLASS

+ M

METACLASS

SR

)
POINTCLASS ____ ° , OBJECT CLASS

—t =]

I P ——Y
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? _ CLASS CLASS
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La propuesta de Smalitalk-80 presenta
varios inconvenientes, entre los que se
puede destacar la enorme confusion
Que genera su manejo de clases y me-
taclases, especialmente para los usua-
rios. También hay que mencionar las
limitaciones impuestas por el hecho de
que se cree una metaclase para cada
clase y que la metaclase no pueda exis-
tir sin su respectiva clase. Otro hecho
a destacar es que el usuario solo tiene
acceso al nivel de clases y que es el
implementador el que controla el nivel
de metaclases.

OTROS SISTEMAS

Sin lugar a dudas, Smalltalk-80 es una
referencia basica dentro del paradigma
orientado a objetos, y no es de extrafar
entonces que muchos sistemas orienta-
dos a objetos sean similares a él. Tal
es el caso por ejemplo de “Loops” que
introduce tres niveles correspondientes
a tres tipos de objetos: instancias, cla-
ses y metaclases:

METACLASS: Es la clase que describe
el comportamiento para las metaclases
como si fueran objetos. Es la metaclase
de todas las otras metaclases (jmas de
una instancial) y su propia metaclase.

CLASS: Es la clase que describe el
comportamiento para las clases consi-
deradas como objetos. Es la metaclase
de todas las clases.

OBJECT: Es la clase que describe el
comportamiento para todas las instan-
cias. Es la raiz de todas las clases.

La siguiente figura resume la filosofia
de Loops:
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La propuesta de Loops, aunque similar
a la de Smalltalk-80, es menos confusa,
pero presenta algunos inconvenientes
que ilustraremos a continuacién con
otros sistemas.

Los sistemas a los que nos referimos
anteriormente son ObjVlisp' y FISZ En
ambos sistemas el grafo de instancias
y herencia se simplifica al desaparecer
las metaclases, y quedar solamente dos
clases genéricas: Class y Object. Aparte
de estas dos clases fundamentales, am-
bos sistemas mencionan una clase mas
especifica, pero impontante. En el caso
de ObjViisp esa clase es "Point" y en el
caso de FIS es “Atributes”.

Los grafos asociados a ambas propues-
tas son respectivamente:
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En ambos sistemas tenemos dos clases
fundamentales: Object(S) que es la cia-
se de todos los objetos que estan pre-
sentes en el sistema en un momento
dado, y que es la cima de la jerarquia
de generalizacion. Y Class(ES) que es
la clase que contiene todas las clases
en el modelo, y es una subclase de Ob-
ject(S).

El principio de uniformidad presente en
estos dos sistemas (y en muchos otros),
que considera a todas las clases como

objetos, tiene el inconveniente de gene-
rar una recursividad a dos niveles: en
primer lugar las clases ijqct(S) y
Class(ES) se contienen a si mismas, y
en segundo lugar se contienen mutua-
mente.

Una consecuencia inmediata es la apa-
ricion de la paradoja de Russell. Consi-
deremos la clase de Russell definida en
términos de clases, es decir, R es la
clase formada por todas aquellas clasgs
que no se contienen a si mismas, obw_a-
mente llegaremos a la misma inconsis-
tencia anterior de queR€ R si y solo si
RER.

Ahora, dado que Class es la clase de
todas las clases, entonces R es una
subclase de Class; con lo cual tenemos
un objeto inconsistente en el sistema,
es mas, introduciendo los axiomas apro-
piados se puede llegar a demostrar que
Ik = Class.

Una posible solucién consistiria en
adoptar un sistema axiomatico como los
referidos anteriormente. Podriamos por
ejemplo distinguir entre clases propias
y conjuntos, es decir, partir de la nocion
de clase adoptada por estos sistemas
y considerar que las clases que son ins-
tancias de otras clases se llamen con-
juntos.

Analogamente podemos asumir que las
clases que no son conjuntos (clases
propias) no son objetos del sistema. De
esta manera resulta que Class, la clase
de todas las clases, es realmente la cla-
se de todos los conjuntos y por lo tanto
la podriamos llamar Sets, y ella misma
€s una clase que no es un conjunto. Por
lo tanto no es un objeto.

En cuanto a Object, ésta también seria
una clase propia, y por lo tanto no seria
ni un conjunto ni un objeto.

De esta manera rompemos la circulari-
dad, ya que ni Object ni Sets se contie-
nen a si mismas, ni entre ellas:

ATTRIBUTES

SETS

Las que deberian analizarse son las po-
sibles implicaciones de cara a una im-
plantacion practica, que tendria el he-
cho de considerar que las clases Object
y Sets no sean ellas mismas objetos del
sisterna, aunque contienen los objetos
del sistema.
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